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1 Inledning

Forfattarens erfarenhet sager att momentet med numeriska serier ar ganska svart for manga studen-
ter i inledande matematikkurser pa hogskoleniva. Det har dokumentet ar ténk att fungera som extra
hjalp for dessa studenter.

Vi forklarar har i stort sett hela teorin med fokus pa vad saker betyder och hur de hédnger ihop. Vi har
som mal att inte bara vara tydliga, utan dven évertydliga.

Vi ger nastan inga av bevisen for de satser vi namner. | stéllet fokuserar vi pa det som varje student
maste kunna. Kom ihag att dokumentet ar ett supplement till den vanliga kurslitteraturen for de stu-
denter som har svdrt med summor och serier.

Nastan alla avsnitt i dokumentet ar viktiga, och man bor inte bérja med nasta avsnitt innan man helt
forstatt det aktuella avsnittet. Enda undantaget &r avsnitt 3 som handlar om gransvarden, i vilket vi
diskuterar de precisa formella definitionerna av gransvardesbegreppen. Det har avsnittet kan man
maijligtvis skippa om man nojer sig med att forsta de ”intuitiva” definitionerna av gransvardes-
begreppen, eller om man redan ar fortrogen med ”eé-definitionerna”.

(Daremot vore det naturligtvis mycket bra om alla studenter tog till sig de riktiga definitionerna av
gransvarden. Det ar onekligen lattare att arbeta med matematiska objekt om man vet vad de bety-
der...)

Dokumentet innehaller 6vningsuppgifter. Somliga av dessa ar markerade med en eller tva asterisker.
En asterisk innebar att uppgiften ar lite “svarare” och lite mindre ”viktig” for den grundldggande for-
staelsen av materialet. Samtliga lasare rekommenderas att géra alla omarkerade 6vningar.

2 Logik
Innan vi ger oss i kast med summor och serier paminner vi om ett logiskt faktum, namligen det att ett
pastaende i form av en implikation

P —t Q
ar ekvivalent med sin kontrapositiva utsaga (symbolen — betyder "inte”)
—|Q _— —P.

Detta ar egentligen sjalvklart, vilket troligtvis [dsaren kommer att halla med om efter ett exempel.
Med P: ”"Det regnar” och Q: ”“Gatan blir blot” lyder den ursprungliga implikationen

”0Om det regnar, sd blir gatan blot.” (1)
Den kontrapositiva implikationen &r da
”0Om gatan inte blir bl6t, sd regnar det inte.” (2)

Det ar klart att dessa tva pastaenden ar ekvivalenta, d.v.s. medfér varandra. Om man vet att (1) ar
sann, sa vet man ocksa att (2) ar sann. For om gatan inte blir blot sa kan det inte regna, ty om det
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skulle regna, ja, da skulle ju gatan bli blot (enl. 1)! Omvant, om man vet att (2) ar sann, sa kan man
dra slutsatsen (1) med ett helt analogt resonemang.

Matematik gar till stor del ut pa att bevisa satser. Ofta dr dessa formulerade som implikationer. D&
skall man alltsa visa att P = Q. | manga sadana fall valjer man i stdllet att bevisa att =Q medfor =P,
om det kanns enklare. Eftersom detta kontrapositiva pastaende ar ekvivalent med det ursprungliga
pastaendet har man har da ocksa bevisat P = @, d.v.s. man har gjort det man skulle gora.

Vi ger ett praktiskt exempel:

Exempel
Lat A vara ett icke-negativt tal. Visa att om A ar irrationellt, sg ar VA ocksé irrationellt.

Bevis. Vi visar den kontrapositiva implikationen. Antag darfor att v/A &r rationellt, s att VA = Sf(‘ir

2

2 2
ett par heltalpochgq # 0.Dd édrA = (\/Z) = (s) = Z— ocksa rationellt. ]

2

3 Gransvdrde - repetition av vad begreppet innebar (*)

Studenter av numeriska serier har i tidigare matematikstudier redan bekantat sig med gransvardes-
begreppet, som faktiskt ligger till grund for nastan all matematisk analys. (Bland annat ar begreppen
derivata och integral omdijliga att formulera utan gransvarden.) Det finns flera olika typer av grans-
varden, men den grundldggande idén dr densamma i samtliga dessa fall.

3.1 Exempel
| det har exemplet anvander vi gransvardet = 0 dad x — oo” for att resonera oss fram till den rik-

tiga definitionen av begreppet gransvarde av typen ”f(x) — 0 da x — ” (dar f &r en funktion

R — R). Vi vill alltsa hitta en precis formulering av just det har gransvardesbegreppet; formuleringen
skall svara mot var intuitiva idé om vad ett “grénsvarde” (av den hér typen) ar for ndgot. Podngen ar

att fa lasaren att se hur naturlig den formella definitionen &r, och att inse att den inte kan férenklas.

Naturligtvis kan man inte “bevisa” en definition. Det vi gor ar bara att vi forsoker hitta en precis for-
mulering som svarar mot var intuitiva idé om vad ett "gransvarde” ar for nagot. Och sedan nar vi
hittat en lamplig sadan formulering, da anvander vi denna som definition av begreppet (och vi kan —
om vi sa vill — glomma bort allt vi gjorde innan vi faststéallde definitionen).

Vi brukar som namnt saga att x—12 — 0 da x — . Vad menar vi egentligen med det? En kortfattad

forklaring ar att " "narmar sig” eller “gar mot” eller ~kommer narmare och narmare” talet 0 da x

”gar mot” odndligheten eller "blir stérre och stérre”, men precis vad betyder det?

1 . - . . . 1 .
En konkret egenskap som uttrycket s har som motiverar gransvardet ar att vi kan fa s hur litet som

helst (d.v.s. hur ndra 0 som helst) bara genom att valja x ”ratt”. Till exempel kan vi erhalla funktions-
vardet 0.01 genom att stoppa in x = 10. Det har &r en egenskap vi vill ska galla for alla funktioner f
varda att uppfylla”f(x) = 0 da x — ”.
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Forsok 1. Kanske kan vi definiera ”f(x) — 0 da x - o” som "till varje tal € (hur litet som helst!) finns
ett x sadant att f (x) = €”? Nej, for i sadana fall géller inte att ”x—lz - 0ddx > " t.ex. ty% =-3
inte galler for nagot x. Inte ens den konstanta funktionen f(x) = 0 gar mot 0 enligt den har definit-
ionen. A andra sidan har vi”2x + 1 — 0 da x — o0” vilket vi verkligen inte vill. Var definition &r allts3
mycket olamplig (faktum &r att var definition i stallet beskriver de surjektiva funktionerna — en funkt-
ion R — R ar ju surjektiv om den kan ge ifran sig varje reellt tal). Ett problem med var definition ver-
kar vara att den helt missar att € ar just ett litet tal — f behover inte alls ge ifran sig stora tal, men den
maste kunna ge ifran sig "tillrackligt sma” tal, d.v.s. tal tillrdckligt néra 0. [Eller tank sa har: Var ”defi-
nition” namner ju varken 0:an [i ”f (x) — 0”] eller odndligheten [i ”x — ©”] och skulle enligt vart
“resonemang” lika garna kunna beskriva situationen ”f (x) = 7 da x — 32”.]

Forsok 2. Visager nuatt ”f(x) — 0 da x — oo” betyder "till varje € > 0 finns ett tal x sadant att
|f(x)| < €”. Att|f(x)| < € betyder att —e < f(x) < €, d.v.s. f(x) arinom en radie € fran 0. Vi sa-

ger alltsa att vi kan fa f(x) hur ndra 0 som helst (ndrmare an vilket givet avstand som helst). Nu gal-

ler lyckligtvis att xl—z — 0dadx - ”, menintet.ex.”2 + x> - 0 dad x — o” (préva e = 1). S& langt

ar allt bra. Men tyvarr harviatt”2x + 1 - 0 dd x - «” (t.ex. med € = 0.1 duger x = —1/2). Pro-
blemet med var nya definition ar att den helt missar det faktum att funktionen skall ndrma sig noll
ndr x gdr mot odndligheten. Vi gor annu ett nytt forsok:

Forsok 3. Vi provar "till varje € > 0 och w € R finns ett tal x > w sadant att |f(x)| < €”. Vi sager
med andra ord att oavsett hur langt at hoger pa tallinjen man an tittar (hur stort w man an valjer) sa
finns det en punkt till hdger for vilken funktionsvardet dr inom € fran 0. Kan det har vara den precisa
formulering som vi soker? Nej, faktiskt inte. Betrakta den funktion f: R — R som har féljande graf:

NS NSNS NN

Det ar klart att det till varje € > 0 och w € R finns ett tal x > w sadant att rentav f(x) = 0 (hur
langt at hoger vi an tittar finns det ju en punkt till hoger dar funktionen ar exakt noll). Alltsa har vi
"f(x) = 0da x - ” enligt var definition, vilket dessvarre krockar med var intuitiva uppfattning om

vad ett gransvarde ar — for det ar ju synd att saga att f(x) “narmar sig” 0 nar x 6kar. (Det vore lika
rimligt att sdga att den narmar sig 1. Men enligt var gransvardesintuition sa narmar den sig ju inget
tal alls eftersom den for all framtid hoppar upp och ner mellan 0 och 1.)

Kanske kan vi helt enkelt krava att | f (x)| < € inte bara for ndgot x > w, utan for alla x till h6ger om
w pa tallinjen? Vi provar!

Forsok 4. Vi sager att ”f(x) —» 0 da x - o” betyder "for varje € > 0 och w € R galler att|f(x)| < €
for varje x > w”. Men ack sa tokigt det blev nu! Nu har vi inte ens "x—12 - 0dadx > " tyfore =0.1

och w = 1 géller ju inte att ”x—lz < 0.1 for varje x > 1”. Hur léser vi detta? Jo, det viktiga ar ju att f(x)

ar tillrackligt litet fran ndgon (tillrackligt stor) punkt w pa tallinjen och framat, inte fran varje punkt w
och framat. Vi prévar alltsa:
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Forsok 5. Vi sager att ”f(x) —» 0 da x —» ” betyder "for varje € > 0 finns ett w € R sadant att
|f(x)| < € for varje x > w”. Detta ar den etablerade gransvardesdefinitionen. Lasaren kan sjalv veri-
fiera att den i samtliga fall svarar mot var intuitiva uppfattning av gransvardesbegreppet. Till exem-

pel,om f(x) = xiz och vi véljer e = 0.01 sa fungerar w = 10 ty

1
— <001, Vx> 10.
X

(Naturligtvis fungerar ocksa varje tal storre dn 10 som w.)

Sa..."f(x) » 0 da x — " betyder alltsa att det for varje “feltolerans” € > 0 — hur liten som helst! —
garanterat finns ett tal w > 0 sadant att f(x) ar inom € fran 0 for alla x till hbger om w. Dels betyder
detta att f(x) kan anta hur sma varden som helst (och hur langt at héger som helst), dels vet man att
f(x) ”haller sig litet” fran och med denna punkt pa tallinjen. Sa det finns ett w, sadant att

|f(x)| < 0.1 6verallt till hoger om w1, ett w, sadant att |f(x)| < 0.01 overallt till hdger om w,, ett
w3 sadant att... Det ar latt att inse(hur?) att vi alltid kan vélja talen wj, sadantatt w; < w, < w3 <
.-+, Detta ar precis var intuitiva bild av ett gransvarde!

Ovningar

Besvara fragan!
*Det finns en enda funktion f: R = R med den egenskap som vi betraktade i "Forsok 4”
ovan. Vilken? (Ledning: Valj ett fixt € > 0 och notera att utsagan ”|f (x)| < €, Vx > w” gal-
ler for varje w € R. Dra en slutsats om f. Beakta sedan att denna slutsats géller for varje val
ave > 0.)

3. **Ge om mojligt exempel pa en funktion f: R — ]0, o[ sadan att f(x) - 0 da x - o med
den egenskapen att restriktionen av f till [4, oo inte &r avtagande fér ndgot A € R.

4. **Ge om mojligt exempel pa en funktion f: R — ]0, oo sddan att f(x) —» 0 dd x - oo med
den egenskapen att vardemangden V; inte innehaller nagot intervall pa formen 10,al.

Vi kan direkt infora ett ndgot mer allméant gransvardesbegrepp:

Definition. Lat ¢ € R. Vi sdger att f(x) — ¢ dd x > c0 omm det for varje € > 0 finns ett w > 0 sa-
dant att |f(x) — c| < € forvarje x > w.

Detta svarar mot var intuitiva uppfattning om att f(x) “narmar sig” ¢ nar x blir storre och storre;
|f(x) — c| &r ju avstandet mellan f(x) och ¢ pa tallinjen. Sa for varje "tolerans” € du kan forestalla
dig — hur liten som helst, kanske 1071%° — finns det garanterat en punkt w > 0 sidan att "felet”

|f (x) — c| & mindre &n € 6verallt till hoger om w. Och om du minskar € behéver du i allmanhet 6ka
w.

3.2 Andra typer av griansvirden
Lasaren vet att det finns andra typer av gransvarden. T.ex. har vi ju att % — 1dax — 0. Lasaren

b6r nu vara sa pass mogen att han ser rimligheten i (och nédvéandigheten av) féljande precisa definit-
ion:
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Definition. Lat a, x, € R. Visager att f(x) = a da x = x, omm det fér varje € > 0 finnsett § > 0
sadant att |f(x) — a| < e forvarje x € |xy — §,x + 6 \ {0}.

f(x) » 1dax — 0 betyder t.ex. att det for varje “tolerans” € > 0 garanterat finns en "radie” § > 0
sadan att "felet” |f(x) — 1| &r mindre &n € for varje x inom en radie av § fran 0 (forutom just i punk-

sinx 1| < 0.01 for

varje x € |—6, 6[. Och detta géller fér varje tolerans € du kan tinka dig. | allminhet behéver man

ten 0, dar vad som helst ar tilldtet). T.ex. finns det en radie § > 0 sadan att

=
forstas valja & mindre om man valjer € mindre.

Det finns ytterligare andra typer av gransvarden, t.ex.

Definition. Vi sager att f(x) — o0 da x = co omm det for varje w; > 0 finns ett w, > 0 sadant att
f(x) > w4 for varje w, > 0.

T.ex. kan ldsaren verifiera att 1 + 2x — oo da x — oo.
Ovningar

Ge den precisa innebdrden av pastaendet ”f (x) - —oo dd x — o0”.
Vad betyder "f(x) - o ddx — a” déra € R?

Vad menar man med ”f(x) » —o da x —» a” dira € R?
Definiera”f(x) » adax - —oc” dara € R.

Definiera ”f(x) = o0 dd x - —0".

Definiera”f(x) » —o0 dd x » —o0”,

NoukswnNR

*Ge exempel (t.ex. genom att skissa en representativ del av grafen) pa en funktion f: R - R
sadan att f(x) — oo da x - o och som inte ar vixande pa ndgot intervall [a, oo].

3.3 Grdnsvadrden av foljder
Vi kan ocksa betrakta gransvarden for féljder av tal, d.v.s. for funktioner N — R. Om vi t.ex. har en
sadan foljd ag, a4, a,, ... sa betyder

a, - a
dan — oo att det for varje € > 0 finns ett N € N sadant att

la, —al <e, vn > N.
Pa motsvarande satt betyder

an — 00
dan — oo att det for varje w > 0 finns ett N € N sadant att
a, > w, vn > N.

Ovning

1. Definiera”a,, - —oodan — o0”.
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4 Notation for gransvarden

Om f(x) = x? + 1 sdvivetatt f(x) > 5dax — 2. Talet 5 kallas darfér for grdnsvdrdet av f(x) nar
variabeln x narmar sig 2. FOr att ange ett gransvarde maste man saledes ange dels ett uttryck, dels
vad den oberoende variabeln narmar sig (ett reellt tal, +oo eller —).

Det ar praktiskt att infora en symbol for gransvardet av ett uttryck nar variabeln gar mot ett visst
varde. Detta ar den s.k. limessymbolen. Till exempel betyder

lim f(x)

xX—-a

gransvirdet av f(x) ndrx = a. Omt.ex. f(x) = x? + 1 sd vetvijuatt f(x) > 5d3 x > 2 varfor vi
har

lim(x?2+1) =5,
xX—>2

d.v.s. symbolen lim,._,,(x? + 1) betyder 5, d.v.s. symbolen lim,_,, (x? + 1) star for talet 5, d.v.s.
symbolen lim,_,,(x? + 1) r exakt samma sak som talet 5.

Nagra mycket vanliga notationsfel

Ett mycket vanligt fel ar att studenter blandar ihop notationerna. Tank pa exemplet

—-0, X — 00,
X

Det ar ju klart att vardet av uttrycket 1/x gar mot 0 da x gar mot oandligheten. Daremot ser man
ibland studenter skriva

—=0, X — 00

x

vilket ar helt fel. Likhetstecknet betyder ju att tva objekt ar identiska, och det ar ju knappast sa att %
ar lika med noll. Inte for varje x (som i en identitet: sin 2x = 2 sin x cos x), och inte ens fér ndgot x
(som i en ekvation som skall I6sas: 2x2 + 5x + 2 = 7). Och dven om ekvationen skulle vara sann for
nagot x, sa ar ju det inte relevant. Det vi vill sdga ar ju just att 1/x gdr mot 0 da x — oo (d.v.s. "for
varje € > 0 finns det ett w > 0 sadant att...”), och da skriver man”1/x — 0 da x — o”.

Vi har alltsa gransvardet

1
lim — = 0.
X—00 X
Ett annu vanligare fel ar att studenter skriver
”lim — - 0”
X—>00 X

. . R s 1, . . R 1.
vilket ar fullstéandigt barockt! “"lim,,_, ., Z arjuen symbol som betyder exakt gransvardet av ~ nar

x — oo, d.v.s. det ar en symbol for talet 0. Och 0 = 0, med likhetstecken. (I och for sig ar det ocksa
sant att "0 — 0”, men det ar svagare och en valdigt onaturlig formulering.) Grénsvdrdet ér noll.
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[Om man skriver felaktigt som ovan sa handlar det i stallet om ett grdnsvdrde av ett grénsvdrde. Om t.ex.
1
flx,y) = x? +;och

)

1 1
— 1 — 1 24 7)) = Z
g) = }(1_rgf(x,y)—}(1_r)r%<x +y> 4+y

sa ar
1
lim g(y) = lim lim f(x,y) = lim <4 n _) —4
y—00 Y—00 X2 Y00 y

och det ar meningsfullt att skriva

»”

"lirr%f(x,y)—>4, y — o,
xX—

Men sddana ”"dubbla” gransvarden férekommer tamligen sallan i matematiska grundkurser, och av de hundra-
tals exempel pa skrivsattet “lim,._,, f(x) — b” undertecknad sett studenter anvanda pa tentamina har samtliga
varit felaktiga. Studenten har i samtliga fall i stdllet menat ”lim,._,, f(x) = b”, eller, forstas, ”f(x) — b da

x - a”l]

Ett grdnsvdrde dr; ett uttryck gar mot.

Ett tredje notationsfel som ofta forekommer ar

1
"lim—=0 da x> ”
xX—00 X

som ocksa ar tokigt. | ord ar ju detta
"gransvardet av % nar x gar mot oandligheten ar lika med 0 da x gar mot oandligheten”

och den snallaste tolkningen av detta ar att det ar “kaka pa kaka”. (En mindre snall tolkning ar att det
ar "obegripligt” eftersom vi egentligen bara sagt vad "x — o0” betyder om det star tillsammans med
nagot pa formen”f(x) - a”.)

Exempel

Det finns alltsa olika notationer som kan anvandas for gransvarden. Ofta kan man valja mellan den
ena och den andra.

" g sin 3x
Berakna hmx_)o m

Lésning 1: Vi har

I sin3x I sin 3x 2x 3] 3
*o0In(l+2x) xS0l 3x In(1+2x) 21”2

Lésning 2: Vi har
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w

sin 3x sin 3x 2x 3
= . . — = —
In(1 + 2x) 3x In(1+2x) 2 2

dax - 0.

Det sager sig sjalvt att den andra notationen ar battre i ndstan samtliga fall dd@ man anvander manga
led av likheter i l6sningen — det ar helt enkelt onddigt att slapa med "lim” framfor varje led. Dels blir
det mycket att skriva, dels blir den resulterande texten tyngre att lasa.

Ett mycket vanligt fel

Ett annat mycket vanligt forekommande fel som nya studenter begar ar att de skriver

I sin3x  sin3x 2x
*o0In(1+2x) _ 3x  In(l+ 2x)

3_3 e
2—2 elt|.

Detta ar forstas felaktigt, eftersom varken den forsta eller den andra likheten ar sann: Medan

I sin 3x
*2oIn(1 + 2x)

ar ett rent tal (ndrmare bestamt talet 3/2) sa ar ju hogerledet

sin 3x 2x 3
3x In(1+2x) 2
ett uttryck i x. Egentligen star det alltsa
3 _ sin 3x 2x 3
2 3x In(1+2x) 2

vilket inte ar vad studenten menar. (Den har (tokiga) utsagan ar definitivt inte en identitet, utan en
ekvation som rakar ha den enda I6sningen 0.4633... som inte har nagot alls med uppgiften att géra.)

5 Summor
Lasaren ar forstas bekant med summationssymbolen:

4
Eak:=a1+a2+a3+a4.

k=1
Till exempel har vi
5
21_ - +1+1+1_1+1+1+1+1_5269
k2 12 32 42 52 1 4 9 16 25 3600

Det hdr med summor &r alltsa inget konstigt. Vi har en given dndlig foljd a;, av tal, t.ex.

L 1 1
) 4r 9r
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och vi berdknar deras vanliga summa. Vi vet ju sedan lagstadiet vad operatorn ”4” betyder nar den
star mellan tva tal, sa varje (andlig) summa kan berdknas entydigt med upprepad sadan addition.

Sedan tidigare matematikstudier kanner lasaren igen tva speciella sorters talféljder. Om differensen i
foljden mellan varje element och foregaende ar konstant, kallas foljden aritmetisk. Om i stéllet kvo-
ten ar konstant, kallas foljden geometrisk. Av féljderna nedan ar t.ex. den forsta aritmetisk (med dif-

ferensen 1) och den andra geometrisk (med kvoten —%):

1, 2, 3, 4, 5, s 100
1 1 1 1 1

2’ 4’ 8’ 16’ o 1024

Var forsta exempelféljd (1/k2)15<=1 ar a andra sidan varken aritmetisk eller geometrisk. Lasaren kan
forstas speciella formler for summan av elementen i en aritmetisk eller geometrisk foljd, och finner
darfor med stérsta mojliga enkelhet att den aritmetiska summan har vardet

S 1+ 100
Zk=1+2+3+4+5+---+100=100~T=5050
k=1
medan den geometriska summan har vardet
1 11
i( 1)" 1-(-3) 683
e 2 1— (_ 7) 1024

Att sista termen svarar mot k = 10 i geometriska fallet &r klart eftersom 210 = 1024. Lasaren &r
ocksa naturligtvis mer &n val medveten om det faktum att summan Y7 _,, a; har precisn —m + 1
termer. Till exempel har vi ju

k? =52+ 62 + 72

&
1] ~
vl

med7 — 5+ 1 = 3 termer.

Innan vi fortsatter maste vi introducera ett nytt, litet, begrepp. | en summa Y;_,,, ax kallar vi a;, for
summanden, d.v.s. summanden ar det uttryck som vi summerar (jfr integranden i en integral). |
summan

5
1

2.

k=1

ar alltsd summanden lika med uttrycket 1/k?. Notera att summanden i allmanhet beror p3 sitt index
k, medan sjalva summan

25: 1 5269
k2~ 3600
k=1
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ar ett rent tal. Naturligtvis kan summanden vara oberoende av sitt index (den ar da en konstant
funktion av sitt index), som i exemplet a; = 1 (for varje k) som ger

10

le1+1+1+1+1+1+1+1+1+1=10.
k=1

6 Rikna med summor
Nagra enkla rakneregler galler for summor. Forst har vi uppdelning:

10 3 10
k=1 k=1 k=4

eftersom

a1+a2+a3+a4+a5+a6+a7+a8+a9+a10
=a,+a,+az+a,+as+ag+a; +ag+ ag+ aqp.

Sedan har vi linjaritet:

k=m k=m k=m
n n
S ea=cd
k=m k=m
Som exempel ger vi
3 3 3
S th= Y
k=1 k=1 k=1
eftersom
a1+b1+a2+b2+a3+b3:a1+a2+a3+b1+b2+b3
samt
3 3
D73 e
k=1 k=1
eftersom

7a1 + 7a2 + 7a3 = 7(a1 + az + ag).
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7 Vad menas med en "serie”?
Nu kommer vi till serierna.

En serie sdges ofta vara en "odndlig summa”, vilket emellertid inte duger som definition. Vi vet som
bekant vad operatorn ”+” betyder nar den anvands mellan tvd tal, och darfor kan vi berdkna vilken
dndlig summa som helst, genom att upprepade ganger addera tva tal till varandra. Men det ar inte
pa nagot satt uppenbart vad som menas med “summan av en odndlig mangd tal”. Naturligtvis kan
man gora en definition och saga “med summan av en oandlig mangd tal menas...”. | det har avsnittet
kommer vi gora en definition och sdga vad som menas med “summan” av de oandligt manga ele-
menten i en oandlig f6ljd av tal.

Vi ger ett exempel.

Betrakta var “favoritféljd” (a,) definierad av a, = 1/k?, men nu med odndligt manga element
(k=1,2,..),dv.s.

e B
|
|
|
|
|

| decimalform har vi
1, 0.25, 0.11..., 0.0625, 0.04, 0.0277...,

Det ar klart att
ﬁ -0, k — oo.

on

(Termerna gar dessutom mot noll ganska ”"snabbt”, eftersom “upphdijt till tva” i namnaren vaxer
"valdigt snabbt”.)

Vi infor nu de s.k. delsummorna

S-—1

1'_1

S'—1+1

271 7 22
5_1+1+1
3717227 32
111 1
54-_I+?+§+E
111 1 1
55'=I+22+?+E+52

(dessa summor &r ju dndliga och darmed ”helt vanliga” summor) d.v.s.

n
Sp = Z a.
k

=1
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Vi har med andra ord tvd foljder att tdnka pa: dels den ursprungliga talféljden ay, dels féljden S,, av
delsummor. Det dr extremt viktigt att man inte blandar ihop dessa begrepp! Lat oss titta pa foljden
av delsummor i decimalform. Vi har

S, =1
S, =1.25

S, = 1.3611...
S, = 1.423611...
Ss = 1.463611...

S = 1.491388...

S10000 = 1.64483407185...
510001 = 1.644’83408185...
S10002 = 1.64483409184..

S100000 = 1.6449240669...

51000000 = 1.64‘493306685 e

| sjalva verket kan man visa att

2
T
Sn = & (= 1.64493406685...)

narn — oo, Vi definierar nu

| allmanhet gor vi féljande analoga definition:

Definition. Om (ay )y~ ar en foljd av tal sa &r serien
co n
Z a, == lim Z a
n—oo
k=0 k=0

ifall gransvardet existerar andligt. Da kallas serien konvergent; annars ar den divergent (och symbo-
len svarar inte mot nagot numeriskt varde).

Vi infor alltsa symbolen

[}
k=0

for gransvardet lim,,_, o, Y=o @k av foliden (37—, ax)n av delsummor. Ibland skriver vi ocksa
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[oe]
Zak=a0+a1+a2+---
k=0

som om det vore en "odndlig” summa, men det ar viktigt att komma ihag att det objekt som avses
(bade i vasterledet och i hogerledet) ar just gransvardet av féljden av delsummor, ifall det existerar.

Om foljden av delsummor gar mot odndligheten (och bara da, forstas) tillater man sig ibland att
skriva "} o aj = 00",

Exempel
Vi har nyligen sett att

2

i 1 o
k2 6
k=1

8 Summanden maste ga mot noll
Det ar forstas mycket mojligt att en serie ar divergent, d.v.s. att féljden av delsummor inte har ett
andligt gransvarde. (Antingen gar da delsommorna mot odndligheten, eller sa saknas gransvarde.)

8.1 Exempel 1
Ett trivialt exempel ar foljden (ay)i=o dér a, = 1 for varje k, d.v.s. foljden

1, 1, 1, 1, 1,

Har ar foljden av delsummor

sa att

n
21—>oo, n — oo,
k=0

Darfor existerar inte serien Y3 1; den &r divergent (och eventuellt skriver man "}, ;. , 1 = oo” ef-
tersom foljden av delsummorna gar mot odndligheten). Och det &r ju klart, att om man tar en massa
1:or plus varandra, sa kan man ju fa precis hur stora tal som helst, bara man tar med tillrackligt
manga termer. Foljden av delsummor gar alltsa mot odndligheten.

8.2 Exempel 2

Aven serien Y7 k &r forstas divergent, for har ar ju féljden

0, 1, 2, 3, 4,
sa att foljden av delsummorna ar

0, 1, 3, 6, 10,

vilken aterigen gar mot oandligheten.
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8.3 Exempel 3

Som tredje exempel, betrakta a; = (—1)¥, d.v.s. foljden
1, -1, 1, -1, 1,
Har ar foljden av delsummor
1, 0, 1, 0, 1,

vilken inte konvergerar mot nagot tal, och inte gar den mot oandligheten heller. Alltsa ar dven
Y7o (—1)F divergent.

Ovning

1. *Anvand gransvardesdefinitionerna for att visa foljande:
a. Foljden av delsummor gar inte mot 0.
b. Foljden av delsummor gar inte mot 1.
c. Forvarje reellt tal ¢ galler att foljden av delsummor inte gar mot c.
d. Foljden av delsummor gar inte mot +co eller —co.
e. Draslutsatsen att foljden av delsummor saknar gransvarde.

8.4 Ett enkelt resultat
Lat oss sammanfatta vad vi har hittills:

[oe]

Y1 Yk e

k=0 k=0 k=0

ar alla trivialt divergenta, medan

oo
1
-
k=1
ar konvergent. | de divergenta serierna gar summanden inte mot noll (i forsta fallet gar den mot 1, i

andra mot oo och i tredje saknar den gransvarde). Men i den konvergenta serien gar summanden mot
noll.

Dessa resultat bekréaftar foljande sats (som nastan ar ”sjalvklar”, men vi ger inget formellt bevis har):

Sats. Om en serie Y.~ a; ar konvergent, sé a;, —» 0 da k — co.

Satsen sager alltsa att om en serie ar konvergent, d.v.s. om féljden av delsummor konvergerar, da
méaste summanden g& mot noll. Till exempel &r ju Y5, 1/k? konvergent (virdet &r 2 /6, d.v.s. folj-
den av delsummor gar mot 2 /6), och mycket riktigt s& har vi att summanden 1/k? — 0 dd k — oo.

Det ar framst den kontrapositiva formuleringen av satsen som ar anvandbar:

Sats. Om a;, +» 0 sd ar Y5, ay divergent.
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Detta ar nastan sjdlvklart. Om a; » 0 sa kan det ju t.ex. hdnda att a; gar mot ndgot annat tal, t.ex. 7.
Och da adderar man ju sa smaningom ”oéandligt manga 7:or” med varandra, och det ar klart att man
da far en foljd av delsummor som gar mot odndligheten. Om i stdllet a;, — oo adderar man storre och
storre tal, och dven da ar det klart att delsummorna sticker ivag (“annu snabbare” sa smaningom).
Slutligen, fallet dar a;, inte gar mot nagot alls (varken ett tal eller en odndlighet) exemplifieras av
foliden a; = (—1)* som vi nyss diskuterade.

Ett mycket vanligt fel

Satsen sager alltsa att det ar ett nédvandigt krav for en serie att vara konvergent, att summanden
gar mot noll. Alltsa, om summanden inte gar mot noll, ja, da vet man att serien ar divergent. Daremot
ar kravet att summanden skall gd mot noll inte tillrackligt for seriens konvergens; en serie kan alltsa
mycket val vara divergent trots att summanden gar mot noll.

Vi har med andra ord inte foljande ”sats”:
Falskt pastaende. Om a; — 0 da k — oo sg ar serien Y-, ai konvergent. Fell!

Bara fér att summanden gdr mot noll s mdste inte serien vara konvergent!

| diagram har vi darfor féljande situation:

Mangden av serier dar
summanden gar not noll.

Mangden av

konvergenta

serier

Lat oss ge ett exempel pa en foljd av tal som gar mot noll, men dar féljden av delsummor dnda gar
mot odndligheten. Exemplet ar a; = 1/k. Vi har alltsa foljden

1 1 1 1
1' J 3' ) )
som ger féljande delsummor:
S 1
17
S 1+1
27102
g 1+1+1
717273
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5-—1+1+1+1
*7T 1727374
c 1 1+1+1+1
5717234 5

d.v.s.

Numeriskt har vi

S, =1
S, =15

S, = 1.833...
S, = 2.0833...

Se = 2.2833...
510000 = 978760603604‘
S100000 = 12.0901461299...

51000000 = 14‘3927267229

Det gar inte snabbt, men man kan visa att

Foljden av delsummor gar alltsd mot oandligheten; man kan fa hur stor delsumma man vill ("for varje
S . P ” o . 1
w...”), bara man tar med tillrackligt manga termer (”...finns det ett N € N...”). Alltsa &r serien Z,°(°=1E

divergent (trots att summanden gar mot noll).
8.5 En sammanfattning av vara tva exempel

Vi har alltsa att

5:1_ 1 1 1
k_k——1+4+9+ﬁ+£+

ar konvergent (féljden av delsummor gar mot talet w2 /6) medan

ar divergent (foéljden av delsummor gar mot oandligheten).
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Rent intuitivt ar skillnaden mellan dessa tva serier att medan den forsta seriens summand (1/k?) gar
mot noll “tillrackligt snabbt” for att serien skall konvergera sa gar den andra seriens summand (1/k)
mot noll ”for ldangsamt”.

. . .. . . . .. o 1 oo 1
Samma fenomen galler ju for generaliserade integraler. Jamfér med f1 ﬁdx och f1 ;dx.

8.6 Lite om bevisen bakom vara tva exempel

. o 1. o 1. "
Hur bevisar man att Zk=1; ar divergent och att Zk=1§ ar konvergent med virdet 2/6?

Det faktum att den forsta divergerar och den andra konvergerar féljer direkt av jamférelse med
"motsvarande” integraler (med hjalp av 6ver- och undertrappor), vilka vi kan bestdmma med primi-
tiva funktioner. Man kan pa sa sétt visa att om f &r en positiv och avtagande funktion for x > 1

(t.ex.) sd ar den generaliserade integralen floof(x)dx (‘2 lim,_, o flb f(x)dx) konvergent om och
endast om serien Y3—; f (k) (& lim,,_,o, D=4 f(k)) ar konvergent. Och mycket riktigt har vi ju
bdx

—=[Inx]? =Inb >
1

b dx [ 1]b 1_|_1 .
2 2215
. x? xly b

da b — oo,

Detta sager emellertid inget om det specifika vdrdet pa serien Z,‘f=1k—12. For att bevisa att Z,‘i‘;lk—lz =

7% /6 kan man t.ex. anvianda metoder fran den matematiska disciplinen Fourieranalys.

Jamforelsen med integraler ger mer allmant foljande resultat:

Sats. Serien

1
D k@
k=1

ar konvergent om och endastom a > 1.

Ovning

1. Visa satsen.

Exempel

Serierna

[oe]

1 [’}
Z f1.000001 ! Z
k=1

k=1

1
DY

?T‘l,_,

ar konvergenta medan serierna
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ar divergenta.

9 Bara svansen raknas
Enligt de grundlaggande raknelagarna for summor kan vi gora uppdelningen

o
S
I
o
S
I
3

n=

Likheten betyder att vanster och hoger led ar samma tal for varje N. Darfor har de ocksa samma
gransvarde, d.v.s.

N m—1 N
Y= (Yot Y o)

n=0
Enligt raknereglerna for gransvarden kan detta skrivas (om bara gransvardet till hoger existerar)
N m-—1 N
lim Z a, = lim a, + lim an

N-ooo N-ooo N-ooo
n=0 n=m

m-1 N

Z a, + lim Z an
N—-oo

n=0 n=m

eftersom den dndliga summan Y"1l a, inte beror p& N (den &r ju ett rent tal, t.ex. 27.85). Enligt

definitionen av seriebegreppet har vi sdlunda
oo m-—1 oo
DI
n=0 n=0 n=m

Hoppsan, nu rakade vi bevisa ett resultat, trots att jag lovat att vi inte skulle ha nagra bevis har... Na-
vél, shit happens. Resultatet &r i varje fall att om ”svansen” Yo, a,, konvergerar, sa konvergerar
hela serien Y.5— @,. Man kan alltsa dela upp en serie precis var som helst (talet m kan ju vara precis
hur stort som helst), och om bara svansen &r konvergent sa ar hela serien konvergent.

Omvant ar det |att att se att om en svans ar divergent sa ar hela serien ocksa divergent.

10 Geometriska serien
Om summanden ar en geometrisk foljd ar det latt att rdkna ut seriens varde. Om féljden (ay) ar
geometrisk ar ju delsumman

n+1
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dar a, ar forsta termen, g # 1 ar kvoten och n + 1 ar antalet termer. Darfor ar

n n _qn+1 1
1—gq — %o

X 1
ax = apq™ = Qg

k=0 k=0 1= q

under forutsattning att |q| < 1. Vi har salunda

Mg
Q

o

w)

=
1]

Q

o
—_

| |~
w)

x

=0
om |q| < 1. Det senare kravet ar forstas nédvdndigt for att serien skall kunna konvergera (varfor?).

Uppgift

1. Svara pa fragan!

Exempel
il—1+ +1+1+1+ _ ! =2
2k 2 4 8 16 _1 1
k=0 _7
i 1 1.1 1 1 12
-2k~ " 24 816 1 3
k=0 ==

(Dessa serier konvergerar snabbt. Till exempel har vi

100

1

k= 1.99999999999999999999999999999921113909...,
k=0
100 1

2k = 0.66666666666666666666666666666692962... .)
k=0

11 Jamforelsesatserna

Att rakna ut summor exakt ar i allmanhet icke-trivialt; det &r ont om elementéara standardmetoder.
Daremot har vi redan sett exempel pa hur man kan avgéra huruvida en serie ar konvergent eller ej
(utan att for den sakens skull sdga nagot om dess varde), namligen nar vi jaimforde med integraler
(eller, rattare sagt: nar vi ndmnde att man kan géra det).

Nu skall vi ge tva andra resultat som kan anvandas for att avgéra konvergens eller divergens. Dessa
fungerar ocksa bara for icke-negativa summander (d.v.s. a,, = 0 for varje n). En av férdelarna med
icke-negativa summander ar att foljden av delsummor da antingen har ett dndligt gransvarde (serien
ar da konvergent) eller gar mot oandligheten (serien ar da divergent).

Om vi inte krdver att summanden ar icke-negativ kan ju ytterligare en sak intraffa, namligen att folj-
den av delsummor saknar gransvarde (i vilket fall serien forstas ar divergent). Detta intréffade i vart
tredje exempel pa sidan 15.
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En serie dar summanden ar icke-negativ kallas ibland (nagot oegentligt) for en positiv serie. Serien
Y=o Qi ar alltsd positivomm a; = 0 for varje k € N. (I de allra flesta praktiska fall ar a;, > 0 for
varjek € N.)

11.1 Jamforelsesats |

Sats. Antag att a,, = 0 och b,, = 0 fér varjen € N.

Om a, < b, forvarje n och Y;°_, b,, ar konvergent, sa ar Y}.n_, a, ocksa konvergent och ¥, a, <
n=ob
n=0"%n-

Om a, < b, forvarje n och Y;°_, a, ar divergent, sa ar Yoo b, ocksa divergent.
| bada fallen kan vi skriva
(0.0) (0.0)
Sussn
n=0 n=0

om vi anvander konventionen att en divergent positiv serie (dar féljden av delsummorna ndédvan-
digtvis gar mot oandligheten) har ”"vardet” oo som sags vara storre an varje reellt tal men lika med sig
sjalvt.

Som vanligt ger vi inte beviset. Daremot noterar vi att satsen kdnns mycket naturlig:

Om ”"summan” av talen a,, ar “oandligt stor”, och om talen b,, ar stérre (d.v.s. b, = a,, for varje n),
ja, da ar det ndstan uppenbart att “summan” av talen b,, ocksa ar "oandligt stor”.

Om ”“summan” av de positiva talen b, ar 7 (sag), och om de positiva talen a,, ar mindre (d.v.s.
0 < a, < b, for varje n), ja, da ar det ndstan uppenbart att “summan” av talen a,, ar ett tal mellan 0
och 7.

Ett riktigt bevis ar inte svart. Det baseras forstas pa inget annat an de definitioner vi gjort (samt pa de
reella talens egenskaper).

Exempel

. . 1.
(Den positiva) serien Y74 e konvergent eftersom

for allan € Z* varfor

enligt Jamforelsesats |.
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Exempel

Serien Z,"f:(,; ar konvergent. Varfor da? Jo, sedan tidigare matematikstudier ar lasaren val bekant
med resultatet
nZ

a0

da n — oo. Enligt definitionen av gransvarde betyder det att det for varje € > 0 finns ett w € N sa-
dant att n?/n! < € for allan > w. Speciellt géller detta for € = 1 sé det finns ett w € N sadant att

n?/n! < 1forallan > w. For dessan &r alltsd n? < n!, d.v.s. = < varfor

[ee] w (o) w [oe]
1 1 1 1 1
S1-S0e S 130§ e
n! n! n! n! n?

n=0 n=0 n=w+1 n=0 n=w+1

Forra exemplet ar nastan intuitivt sjalvklart. Vi vet ju att konvergensen av en positiv serie avgors av
huruvida summanden gar mot noII tillrackligt snabbt. Till exempel ar an = 1/n"f6r langsamt” medan

1/n? ar "tillrackligt snabbt”. Och gar mot noll mycket snabbare an —, eftersom n! vaxer mycket

snabbare an n?. (Men naturllgtws behovs anda ett rigorost bevis, som det vi gav i exemplet ovan.)

Exempel

X - n100
Serien Yo—q o

ar konvergent. Varfor da? Jo, vi har ju att
nloo 1 pl07
on /ﬁ_ o 0

da n — oo eftersom exponentialfunktioner vaxer “snabbare” an potensfunktioner (det ar ett valkant
standardgransvarde). Darfor finns det ett w > 0 sadant att

1
2n/ﬁ<1, vn > w.

Vi har darfor

nlOO 1
on < ﬁ’ vn > w.
Det foljer att
(o] w oo (00)
> = e an I
= Y 0o,
2n 20 2n n’
n=1 n=1 n=w+1 n=w+1

| exemplet var forstas valet av exponenten 7 godtyckligt. Varje exponent (strangt) storre an 1 hade
uppenbarligen fungerat i beviset (varfor?).

Uppgift

1. Besvara fragan!
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11.2 Jamforelsesats 11
Vi ger nu en andra jamforelsesats. Denna ér mycket anvidndbar!

Sats. Antag att a,, > 0 och b,, > 0 for varje n. Om

. aTL
lim —
n—oo n
existerar som ett positivt tal (d.v.s. ett element i R* = ]0, o) s& &r Y7, a,, konvergent om och
endast om Y.;_¢ b, ar konvergent.

| satsen jamfor vi alltsa de tva serierna Y5 a,, och Y5 b,,. Om gransvérdet av kvoten mellan dessa
summander existerar som ett positivt tal, sa uppfor sig summanderna sa pass lika for stora n, att de
har samma konvergensegenskaper: Om den ena ar konvergent, sa ar den andra ocksa det. Och om
den ena ar divergent, sa ar den andra ocksa det (detta ar forstas den kontrapositiva utsagan av ekvi-
valensen i satsen).

Vi ger inget bevis for den har satsen heller, men vi noterar att den ar intuitiv. Som bekant avgors
konvergensen av en serie av hur summanden uppfor sig for stora n. Om a,, /b, t.ex. gar mot 7, sa
betyder det ju att a,, = 7b,, for stora n (d.v.s. samma storleksordning), sa det ar rimligt att serien
med a,, konvergerar om och endast om serien med b,, konvergerar.

Gransvardet av a,, /b, maste vara ett positivt tal for att satsens slutsats skall gélla. Det ar klart att om
gransvardet existerar sa ar det antingen ett icke-negativt reellt tal (ett element i [0, oof) eller +oo.
Men satsen sager bara nagot ifall gransvardet ar nollskilt och andligt, d.v.s. ett positivt reellt tal (ett
element i R* = ]0, oo[). Varken 0 eller o duger.

Om a, /b, — 0 eller - oo sa betyder det att a,, och b,, gar mot noll (om de ens gor det!) med helt
olika hastighet (eller hur?), och vi kan darfor inte t.ex. dra slutsatsen att ena serien ar konvergent
bara for att den andra ar det — de &r helt enkelt pa tok for olika. [Tank pd a,, = 1/n och b, = 1/n?,
ellerpda, = 1/n? och b, = 1/n3]

Lagg marke till att vi i satsen lika garna kan underséka kvoten b, /a,, (varfor?).

Uppgift

1. Besvara fragan!

Exempel

cl konvergent. For att visa det kan vi inte anvanda Jamforelsesats | eftersom det

Serien Z;’L":lnz—

enda vi kan saga ar att
[ee]

=1 !
an—l_ n?’

n=1 n=1

d.v.s. att den givna serien Z,‘;‘;lm ar stérre an ett andligt tal. Den kan darmed antingen vara and-

lig, eller oandlig. (Sa undersékningen ger ingenting!)
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1
Daremot ligger det néra till hans att misstdnka att Y- =1 ar konvergent, for om n ar stort sa ar ju

namnaren n? — 1 ~ n? med extremt litet relativt fel. Till exempel har vi redan forn = 1000 att

= 0.00000000000100000000000100...

21

1
— = 0.000000000001.
n

Vi vill darfor jamfora serien med den kdnda serien

i1
_TL

som vi vet ar konvergent. Eftersom den givna serien beter sig “ndstan exakt” som den senare for
”stora” n misstanker vi att dven den givna serien ar konvergent. For att bevisa detta kan vi antingen
manuellt undersoka serien med epsilon och deltan, eller sa lutar vi oss mot Jamforelsesats Il. Kvoten
mellan den riktiga och den férenklade summanden ar

2_1/n2 nz—1 1

da n — oo. Talet 1 ar andligt nollskilt, sa enligt Jamforelsesats Il ar 2;.10=1m konvergent eftersom

w 1.
anlﬁar det.

Att gransvardet av kvoten ar 1 ar forstas att vanta eftersom vi noterade att den givna summanden
beter sig "nastan exakt” likadant som den forenklade for ”stora” n. Men f6r var slutsats skull hade
det forstds rackt med ndgot dndligt nollskilt gransvarde (d.v.s. ett tal i Rt = ]0, oo[).

Foregaende exempel ar typiskt for hur Jamforelsesats Il anvdands. Daremot var sjdlva presentationen
valdigt "fyllig” av pedagogiska skal. Forfattaren ville namligen visa hur man med intuition kommer
fram till arbetshypotesen att serien ar konvergent, och att man borde kunna visa detta genom att

jamféra med Z,‘f:lﬁ och aberopa Jamforelsesats Il

For att bevisvardet skall vara fullstandigt racker det emellertid med att visa att gransvardet av kvoten
mellan den riktiga summanden och den man jamfor med existerar som ett dndligt nollskilt tal. (Och
sa kan det vara bra att poangtera att bada summanderna ar positiva. Annars kan man ju éver huvud
taget inte anvanda Jamforelsesats Il.) Féljande presentation hade alltsa varit perfekt som I6sning pa
en skriftlig tenta:

Exempel

Avgor om Yoy =1 ar konvergent eller ej.

Lésning: Eftersom Y- 152 > ar konvergent och
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— — 1 1 R+
nz—1 ﬁ_nz—l_l_i_) €
le

da n — o0 sa ar den givna serien konvergent enligt Jamforelsesats Il (som kan anvandas eftersom
bada summanderna ar positiva).

Svar: Yoo —— ar konvergent.

Ett annat exempel. (Har ar intuitionen att n + v/n =~ n om n ar mycket stor. Prova med n =
1 000 000, sedan medn = 1 000 000 000 000.)

Exempel

Avgor om Y- 15 ar konvergent eller ej.

1
oy
Lésning: Serien Y- 1, Lar divergent och

- 1eR*

/_ n 1
ntvn/n n+vn . L

Vn

da n — oo sa den givna serien ar divergent enligt Jamforelsesats II.

1.
Svar: Yo vl divergent.

Ett vanligt fel

Jamforelsesats Il sdger att om gransvardet av kvoten mellan summanderna existerar som ett andligt
nollskilt tal sG ar de tva serierna sa pass ”lika” att de kan jamforas, d.v.s. om den ena ar konvergent,
sa ar den andra ocksa det, och om den ena ar divergent, sa ar den andra ocksa det.

Om daremot gransvardet inte existerar som ett dndligt nollskilt tal, ja, da sager satsen ingenting! Det
ar alltsa inte s3, t.ex., att den enas konvergens i sadana fall medfér den andras divergens eller tvar-
tom. Man kan inte dra ndgon slutsats alls av satsen, eftersom den inte sédger ndgot i det hér fallet!
Foljande exempel ar alltsa nonsens (och slutsatsen ar felaktig):

Exempel

Avgor om Yo 15 ar konvergent eller ej.

1
"y
Felaktig I6sning: Eftersom Y.o_; % ar divergent och

n+vn/ vn n+vn Jn+1

da n — oo sa ar den givna serien konvergent.

-0
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. 1,
Felaktigt svar:  Yp-1q vl konvergent.

| ndsta exempel ar intuitionen att sin x ~ x om x ar ett litet tal. (Notera att; € ]0, [ fér varje

. .1 )
NW/ARY sin— > 0férallan € Z*.)

Exempel

" o1 .
Avgorom Yoy sin— ar konvergent eller ej.

— 1,
Lésning: 27?:15 ar konvergent och

sin—1 1
2 — sint
L [ = ]:——>1ER+
t
— t—>0,n—> oo

=

da n — oo sa den givna serien ar konvergent enligt Jamforelsesats II.

o1
Svar: Y- sin— &r konvergent.

Nar man kan en massa “avancerade” trick for att avgora konvergens eller e ar det latt hant att man
glémmer bort de sjélvklara sakerna:

Exempel

, 1, .
Avgor om Yo cos— dr konvergent eller ej.

Lésning: Eftersom cos— = 1 da n — oo ar serien divergent.

Uppgifter

242n

1. Forklara hur man kan se direkt att serien Y.p—; z ar divergent, utan att anvanda nagon

3n2+1
jamforelsesats.

<o N242n .
2. ArYo g e ye) konvergent eller divergent?

242n

3. ArYyr, h konvergent eller divergent?

4. Ary>_iIn (1 + %) konvergent eller divergent?

12 Absolutkonvergens
Vi betraktar aterigen serier dar summanden tillats vara negativ. Givet en serie ).y, a, kan vi erhalla
en ny serie genom att ersatta summanden med dess belopp (for varje k). Vi far da serien

o]
> la
k=0

vilket uppenbarligen ar en positiv serie (ty |a,| = 0 for varje k).
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Definition. Lat ).;_, a, vara en serie. Om serien Y.;_o|a;| ar konvergent, sa sager vi att den ur-
sprungliga serien Y.x-, a; ar absolutkonvergent.

. " . " . 1 .
Till exempel ar serien 2?217 absolutkonvergent eftersom serien Y.;_ —ar konvergent.

Vi har en valdigt trevlig sats om absolutkonvergenta serier:

Sats. Varje absolutkonvergent serie ar konvergent.

| diagram har vi saledes féljande situation:

Mangden konvergenta
serier.

Mangden
absolut-
konvergenta
serier

. . . . -)"
Med hjalp av den hér satsen inser vi t.ex. att serien Z,‘fﬂ% ar konvergent.
Notera att varje konvergent positiv serie ar absolutkonvergent (varfér?). | nasta avsnitt kommer vi ge
ett exempel pa en serie som ar konvergent men inte absolutkonvergent. (En sadan serie dr nodvan-
digtvis inte positiv.)

Exempel
.. sinn .. .
Avgor om Zﬁ:l? ar konvergent eller e;j.
Lésning: Serien ar absolutkonvergent eftersom
[ee]

. [oe]
> =D
—_— (00)
nz |~ n?

n=1 n=1

enligt Jamforelsesats I.

sinn
Svar:  Yooq -

- ar konvergent.

Ovning

ncosn
1. Avgdrom Y., ————ir konvergent eller ej.
goro Zn—1n+n2+n3 erg € €
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13 Leibniz-serier
En serie kallas alternerande om varannan term ar positiv och varannan negativ, d.v.s. om a; > 0 for
jamna k och a;, < 0 fér udda k, eller tvartom.

Definition. En serie Y.y~ ay kallas for en Leibniz-serie omm (1) den &r alternerande, (2) beloppet
|a,| = 0da k — oo och (3) beloppet |ax,+1| < |ay| for varje k.

Det sista kravet (3) kan ocksa formuleras som att beloppet |a; | minskar (eller &r oférandrat) nar k

6kar. Om man plottar termerna ay i en Leibniz-serie far man féljande kvalitativa utseende:

Notera att

(1) varannan term &r positiv och varannan negativ,
(2) termernas belopp (avstandet till x-axeln) gar mot noll (inte uppenbart bara av bilden) och
(3) termernas belopp (avstandet till x-axeln) minskar i varje steg (eller ar oférandrat).

Ovning

1. Ge exempel pa en serie som uppfyller (1) och (2) i Leibniz kriterium, men inte (3), t.ex. genom
att grafiskt plotta termerna.

Leibniz-serier ar valdigt trevliga av foljande anledning:

Sats. Varje Leibniz-serie ar konvergent.

Det kanske enklaste exemplet pa en Leibniz-serie ar

o (—1)k

Eftersom serien ar Leibniz dr den konvergent. (Daremot ar den inte absolutkonvergent, ty Z’ili inte

konvergerar.)
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Exempel

" . (-1)"n
Avgor om serien Yo ; —

- ar konvergent eller ej.
+1

Lésning: Serien ar inte absolutkonvergent (varfor?), men den ar Leibniz. Lat oss bekréfta det.

. -1)" .
Serien ar uppenbart alternerande. Med a;, = (n211n har vi
jag] = == 0 0
a = - 0, n — u.
24

Vi behover bara visa att |a, | avtar i varje steg. Men punkterna (k, |a|) ligger pa grafen till funktion-
en f:R - R definierad av f(x) = —

x2+1

och

o 1 o ves1
P — , X

dx (x?+1)2

sa f ar avtagande pa [1, oo[. Det féljer att |ay 1| < |ay| fér varje k € Z*.

(=1)"n
n2+1

Svar: Serien Yy ar konvergent.

Ovning

1. Svara pa fragan!
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