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De hyperboliska funktionerna

1 Inledning

Det har kompendiet ar tankt att anvands som bredvidlasning till de inledande kurserna i matematik
pé hogskoleniva, sdsom en grundkurs i matematik och inledande kurser i envariabelanalys. Amnet ar
de hyperboliska funktionerna, som ar nara besldaktade med de trigonometriska funktionerna sin, cos,
tan, ..., och som ér inte sallan dyker upp i tillampningar, men som ofta tas upp hogst perifert (om alls)
i grundlaggande matematikkurser. Varje avsnitt inleds med en kort beskrivning de férkunskaper som
kravs for att lasaren skall kunna ta till sig avsnittet. Manga avsnitt avslutas med 6vningsuppgifter.
Dessa kan vara markta med noll, en eller tva stjarnor. De uppgifter som saknar stjarnmarkering
betraktas som enkla och bor inte vara svara att |6sa; lasaren rekommenderas att I6sa samtliga dessa
uppgifter. Uppgifter markerade med en stjarna ("x”) ar ibland — men inte nédvandigtvis — nagot
svarare, och uppgifter markerade med tva stjarnor ("xx") &r till for de allra mest motiverade
studenterna. FOrvisso ar alla dessa uppgifter fullt I6sbara och egentligen inte ”svara”, men de
tenderar att involvera manga steg.
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2 Bakgrund, definition och rdknelagar
Férkunskaper: Funktioner, trigonometriska funktioner, komplexa tal, Eulers formler

2.1 De trigonometriska funktionerna
De trigonometriska funktionerna sin och cos definieras med hjalp av enhetscirkeln. Nar detta ar gjort

definieras
sinx
tanx = (tangens)
cos x
cos X
cotx = — (cotangens)
sin x
1
secx = (sekant/en/)
cos x
1
cscx = —— (cosekant/en/)
sin x

déar de tva sista ar ovanliga i svensksprakig litteratur. Alla dessa funktioner &r periodiska, och déarmed
inte injektiva; ingen av dem har alltsd nagon invers. Om man skapar lampliga restriktioner' av de
trigonometriska funktionerna, daremot, sa far man injektiva funktioner. Vi véljer restriktionernas
definitionsmangder sa att restriktionerna blir injektiva, men dnda har samma viardeméangd som den
ursprungliga funktionen. Detta bestammer forstas inte restriktionen unikt, utan det &r konvention
som sdger att vi anvander de definitionsmangder som vi gor. Till exempel definieras arcsin som
inversen till (den injektiva!) funktionen f: x = sinx med Dy = [—-n/2,m/2], d.v.s.

x = arcsiny — sinx=y och x€[-n/2,7/2].

arcsin(y) ar alltsa en av alla de vinklar for vilka sinus ar y, narmare bestamt den vinkel som ligger i
[—m/2,m/2]. P4 liknande satt definieras de dvriga “inversa” trigonometriska funktionerna: arccos,
arctan, arccot, arcsec och arccsc. Definitionsmadngderna for de restriktioner vi anvander for att
definiera dessa inverser anges i tabellen nedan.

Tabell 1: Trigonometriska funktioner och inverser till restriktioner

Trigonometrisk funktion Invers till restriktion Restriktionens definitionsmingd’
sin arcsin [—7/2,m/2]

cos arccos [0, ]

tan arctan |—m/2,m/2]

cot arccot _g’g] \ {0}

sec arcsec [0, 7] \ {m/2}

csc arccsc [—m/2,m/2] \ {0}

Atminstone de tre forsta raderna bér man memorera. Prefixet “arc-" betyder (forstas) "bage”. Arcsin
och arccos ger ju ifran sig vinklar i enhetscirkeln, men eftersom enhetscirkeln har radie 1 sa géller att

! Lat f vara en funktion med definitionsméngd D;. Med en restriktion till f menas en funktion g med en
(normalt sett mindre) definitionsméngd D, € Dy sddan att g(x) = f(x),Vx € D,. g séges ocksd vara
restriktionen av f till Dg.

® Alla férfattare dr inte verens om vilket omrade vi skall begransa oss till i fallet med cotangens. Det
huvudsakliga alternativet till ]— /2, /2] \ {0} &r ]0, «[.
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vinkeln ar lika med baglangden (langs enhetscirkeln). Det ar alltsa “naturligt” att pasta att arcsin och
arccos ger ifran sig baglangder.

Ovningar

1. Motivera de restriktioner som anges i Tabell 1 genom att studera graferna till de
trigonometriska funktionerna. Betrakta i synnerhet fallet med cotangens dar det i
litteraturen forekommer tva olika val.

2.2 De hyperboliska funktionerna

Sedan gymnasiet ar alla bekanta med den reella exponentialfunktionen, med definitionsmangd
Deyp =R och vérdemédngd V., =]0,00[. Om inte forr, s& utvidgas sedan pad hogskolan
exponentialfunktionen till en funktion definierad for alla komplexa tal z = a + bi € C genom

exp(a + bi) = exp(a) (cosb + isinb)

dar hogerledet ar vildefinierat sedan tidigare eftersom a, b € R. | stillet for exp(z) skriver vi ofta e?,
precis som vi gér med den reella exponentialfunktionen. Den komplexa exponentialfunktionen ar
tydligen en funktion fran hela C till C \ {0}. Restriktionen av den komplexa exponentialfunktionen till
de reella talen [satt b = 0] ar den gamla vanliga exponentialfunktionen, som sig bér. En konsekvens
av definitionen av den komplexa exponentialfunktionen ar Eulers formler

eix + e—ix

COSX = T

. e _ p—ix
sinx = 2

som géller for varje reellt tal x. Inspirerade av detta gor vi

Definition 1

De hyperboliska funktionerna ar

b eX+e”*
coshx =
2
b e*—e ™™
sinhx =
2
och
sinh x coshx
tanhx = , cothx = —
coshx sinh x
1
sechx = , cschx = — .
cosh x sinh x

”n . n ”n . n

Dessa funktioner uttalas ”sinus hyperbolicus”, "cosinus hyperbolicus”, “tangens hyperbolicus”, osv.
Notera att alla dessa funktioner &r reella; de tar in reella tal, och ger ifran sig reella tal. Graferna till
de hyperboliska funktionerna visas nedan. Notera att samtliga funktioner ar definierade pa hela R
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forutom de funktioner (coth och csch) som ar omvant proportionella mot sinus hyperbolicus, vilka

forstas inte ar definierade i origo, dar sinus hyperbolicus har sitt nollstalle.

Tabell 2 Graferna till de hyperboliska funktionerna

9
8
7
6
5
4
3
P
1

9 -8 -7 -6 -5-4-3-2-1

1

2 3456 7 89

5/28



De hyperboliska funktionerna

Ovningar

1. Visa Eulers formler.

2.3 Riknelagar

Med tanke pa att de hyperboliska funktionerna definierats med inspiration av Eulers formler fér de
vanliga trigonometriska funktionerna, ar det inte konstigt att manga av de rdknelagar som galler for
de hyperboliska funktionerna paminner om trigonometriska lagar. Vi har

Sats 2

For alla reella tal a, b och x géller

(@) cosh?x —sinh?x =1

(b)  sinh(a + b) = sinhacoshb + coshasinhb

(c)  cosh(a £+ b) = cosha coshb + sinhasinh b

tanh a+tanh b
1+tanha-tanhb

(d) tanh(a + b) =
(e) sinh2x = 2sinhx coshx

(f)  cosh2x = cosh? x + sinh? x.

Bevis

(a): Direkt berakning ger

5 e e*+eX\° [e*—e¥\° e 42+e X @2X_24e2% 4
cosh“x —sinh*x =(—— | — = - =Z=1'

2 2 4 4
(b): Vi har
et —e @ by papea b _ b
sinha coshb + coshasinhb = . + . =
2 2 2 2
ea+b + ea—b _ e—a+b _ e—a—b ea+b _ ea—b + e—a+b _ e—a—b
zea+b _ Ze—a—b ea+b _ e—(a+b)
= 7 = 2 = sinh(a + b)
och liknande i fallet sinh(a — b).
(c)—(f) lamnas som 6vning. [

Notera att (a) svarar mot “trigonometriska ettan”. Men i stillet for cos? x + sin?x = 1 har vi nu
cosh? x —sinh? x = 1. (b) och (c) ser nastan likadana ut som i det trigonometriska fallet; enda
skillnaden &r att summaformeln for cosinus hyperbolicus inte vander pa tecknet i andra ledet. Aven i
(d) skiljer sig den hyperboliska formeln fran den trigonometriska med ett tecken; i det
trigonometriska fallet ar det ett minustecken i ndmnaren i stallet for plustecknet. (e) ar identisk med
motsvarande trigonometriska formel, medan (f) skiljer pa ett tecken; den trigonometriska formeln ar
ju cos 2x = cos? x — sin® x.
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Ovningar
1. Visa att coshx + sinhx = e*™* foérallax € R.
2. Visaidentiteterna (c)-(f) i Sats 2.

3. Visa att cosinus hyperbolicus ar en jamn funktion. Visa att sinus hyperbolicus ar en udda
funktion.

4. Anvand foregaende uppgift for att blixtsnabbt ange pariteterna (jamn/udda) for tanh, coth,
sech och csch.
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3 Ellipser och hyperbler

Enhetscirkeln har som bekant ekvationen

x2+y?=1, (1)

d.v.s. enhetscirkeln &r mangden av punkter (x, y) i planet vilka uppfyller (1). Mer allmént ar

X%+ y? = 12

en cirkel med radier > 0 och

SRIGR

en ellips vars halvaxlar ar parallella med koordinataxlarna och har langderna a >0 (i x-led)
respektive b > 0 (i y-led).

Enhetscirkeln kan ocksa skrivas pa parameterform, med hjilp av de (vanliga) trigonometriska
funktionerna. Mer precist ar
X =cost
e (2)
y =sint
dar t € [0, 2rt[ enhetscirkeln pa parameterform. Detta skall tolkas som att (2) &r en funktion som till

varje t € [0,2m[ ordnar en punkt (x,y) i planet, och att sjalva cirkeln &r vdrdemdngden till denna
funktion. Nagot mer allmant ar

X =rcost

y =rsint
en cirkel med radie r pa parameterform, och

X =acost

y = bsint
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en ellips med halvaxlar parallella med koordinataxlarna och med halvaxellangderna a och b.

Att vi kan anvanda de trigonometriska funktionerna for att parametrisera cirklar och ellipser foljer i
princip omedelbart fran definitionen av sinus och cosinus med enhetscirkeln. Man kan ocksa notera
att

X =T71cost ,
{ = x2+y%2 =r?cos?t+r?sin’t =1r?

y =rsint
tack vare trigonometriska ettan. Mer allmant har vi av samma anledning att
X\ 2 2
—) + (X) = cos?t +sin?t = 1.
a b

En godtycklig punkt pad parameterkurvan uppfyller alltsd cirkelns (eller ellipsens) ekvation.

(b —

Parameterkurvorna ar med andra ord verkligen cirklar och ellipser, och detta ar tydligen en direkt
foljd av den trigonometriska ettan.

3.1 Hyperbler

Kurvan

ar ett exempel pa en hyperbel.

0
9
8
7
6
5
4
3
2
1

10-9 -8 -7 -6 -5 4 -3 -2 71 1.2 3 456 7 8 9 1(

\
booudahhdbhi

Hyperbeln x2 —y? =1

Notera att om (xg,y,) ar en punkt pa hyperbeln, d.v.s. om (xo,v,) uppfyller (3), sa gor aven
(—x0,V0) det. Alltsa ar hyperbeln symmetrisk kring y-axeln. P& samma satt ser vi att hyperbeln &r
symmetrisk kring x-axeln. Vi noterar ocksd att om (x,y) tillhor hyperbeln och om |x| &r stor, sa
maste dven |y| vara stor, sd att differensen blir 1. For stora |x| och |y| dr hyperbelns ekvation valdigt
lik x2 —y2 =0, d.v.s. |x| = |y|, eller y = +x. Ju langre ifran origo vi betraktar hyperbeln ter den sig
sdlunda alltmer som de tva rata linjerna y = +x. Vi sdger att dessa tva linjer ar (sneda) asymptoter
till hyperbeln; vi kommer att motivera detta mer precist i ett senare avsnitt.
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Precis som ellipser kan parametriseras med cosinus och sinus, sa kan hyperbler parametriseras med
cosinus och sinus hyperbolicus. Hyperbeln x? — y? = 1 kan parametriseras’

cosht
sinht.

x
y

Riktigheten i denna parametrisering framgar av att

x = cosht :
{ SN x? —y? = cosh? t —sinh?t = 1.

y = sinht

Vi kan alltsa konstatera att

De hyperboliska funktionerna ar for hyperbler vad de trigonometriska funktionerna ar for ellipser!

(*) Notera ocks3 att vi skulle kunna anvinda “enhetshyperbeln” x? — y2 = 1 fér att definiera sinus och cosinus
hyperbolicus, p4 samma sétt som vi anvinder enhetscirkeln x? + y? = 1 fér att definiera sinus och cosinus.
Om vi skulle gora pa det sattet skulle vi sedan kunna bevisa att sinus och cosinus hyperbolicus faktiskt ar lika
med de vilkinda linjarkombinationerna av e**.

L4t oss lite kort smaka pa& detta forfarande. Kom ihdg att cos(t) definieras som x-koordinaten for
skarningspunkten mellan enhetscirkeln och den strale (rata linje) som utgar fran origo och ar vriden en vinkel t
radianer fran positiva x-axeln. sin(t) definieras som y-koordinaten fér samma punkt. Vi skulle nu kunna
definiera cosht (eller sinht) som x-koordinaten (resp. y-koordinaten) for skarningspunkten mellan (hogra
komponenten av) enhetshyperbeln och den strale (rdta linje) som utgar fran origo och vars lutning pa nagot
satt beror pa t. Vi kan ddremot inte tolka t som vinkeln fran x-axeln, bland annat eftersom denna vinkel ju

aldrig kan overstiga %, trots att t ska kunna bli hur stor som helst. For att fullinda analogin behover vi alltsa
infora nagon slags "hyperbolisk vinkel” som &r sadan att den hyperboliska vinkeln gar mot odndligheten nar
motsvarande “verkliga” vinkel gar mot g. Vi kommer senare att se att vi (ndstan) kan tolka t som ett matt pa

arean som begransas av x-axeln, stralen fran origo, och hyperbeln.

Ovningar
. X 2 y 2 . . . .
1. Betrakta den mer allmanna hyperbeln (5) - (5) = 1. Forklara vilken geometrisk tolkning
konstanten a har.

2. (x) Vilken geometrisk tolkning har konstanten b i hyperbeln i féregaende uppgift?
2 2
3. Ange parameterformen for hyperbeln (g) - (%) =1.

4. (x)Kurvany = iér ocksa en hyperbel. Motivera varfor den maste vara det!

5. Arx = %en hyperbel?

3 Parametriseringen ger bara den hégra komponenten av hyperbeln, d.v.s. den del av x? — y% = 1 som ligger i
det hogra halvplanet x > 0.
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3.2 Ellipser och hyperbler i fysiken

Ellipser och hyperbler ar bada mycket viktiga klasser av kurvor. Inte minst i fysiken spelar dessa
kurvor en oerhort fundamental roll. Planetbanor ar ellipser — jorden gar i en elliptisk bana kring solen
[med solen i ena s.k. brannpunkten], liksom alla de andra planeterna i vart solsystem, och sa ar det i
alla planetsystem.” Det ar icke-trivialt men fullt mojligt att matematiskt visa att massiv kropp (t.ex. en
planet) som ror sig i bana kring en fix, tung, massa, ror sig i en elliptisk bana med den fixa massan i
ena brannpunkten. De enda ingredienserna som kravs ar Newtons tre lagar och Newtons
gravitationslag [och en massa matematisk raknefardighet].

Betrakta nu i stéllet en asteroid som kommer fran fjarran och fardas i riktning mot vart solsystem.
Innan den kommer i narheten av solsystemet, nar den fortfarande befinner sig i den interstellara
rymden, paverkades den (i stort sett) inte av nagra krafter alls, sa den ror sig langs en rat linje. Nar
asteroiden sedan kommer néra solen (som ju ensam utgor nastan all massa i solsystemet) kdanner
den av solens dragningskraft, och asteroidens bana bo6js av — asteroiden “slungas” runt solen. Ju
narmare solen den passerar, desto storre blir avbdjningsvinkeln. Nar den senare lamnar solsystemet
kommer den aterigen att paverkas av allt svagare (gravitations-) krafter, sa dess rorelse kommer att
bli allt mer ratlinjig. Man kan visa att banan ar en hyperbel. Notera i synnerhet vilken fysikalisk
tolkning vi har kan lagga vid det faktum, att en hyperbels stralar asymptotiskt ar rata linjer.

Det ar inte bara gravitationskrafter som ger upphov till elliptiska och hyperboliska partikelbanor. |
sjalva verket gor varje attraktiv "omvand kvadrat-kraft” upphov till dylika banor. En (attraktiv)
"omvand kvadrat-kraft” ar en (attraktiv) kraft fran en fix punkt i rummet som paverkar partiklar i
narheten pa ett sadant satt att kraften ar parallell med den rata linjen mellan den fixa punkten och
partikeln och dessutom sadan att kraftens storlek avtar som kvadraten pa avstandet till den fixa
punkten. Gravitationskraften ar ett exempel pa en (attraktiv) “omvand kvadrat-kraft”. Ett annat
exempel ar elektrostatiska krafter. Betrakta en fix (tung) positiv laddning i origo (t.ex. en guldkarna),
och tank dig att du skjuter in positiva partiklar (t.ex. alfapartiklar) mot karnan. Alfapartiklarna
kommer da kdnna av en repulsiv "omvand kvadrat-kraft”. De kommer alltsa att bdjas av i ndrhet av
kdrnan fér att undvika den. Aven har kan man visa att de banor partiklarna féljer &r hyperbler.

Faktum ar att ett av fysikens mest kdnda experiment utfordes just sa har. | boérjan av 1900-talet var
den etablerade atommodellen den sa kallade ”plommonpuddingmodellen” av J. J. Thomson dar en
atom bestod av N stycken negativt laddade elektroner (Thomson upptéackte elektronen 1897) som
simmade i en kontinuerlig, utsmetad, positiv laddningsférdelning med total laddning N|e| dar e ar
laddningen hos en enskild elektron, sa att atomen totalt sett dr oladdad. Begreppet “atomkéarna” var
alltsa inte patankt (i varje fall inte etablerat) annu. Detta kom att andras 1909 néar Ernest Rutherford
overvakade ett experiment av Hans Geiger och Ernest Marsden. De skickade just alfapartiklar mot en
tunn guldfolie. Om plommonpuddingmodellen var korrekt borde alfapartiklarna passera folien med
valdigt sma avvikelser, eftersom en elektron ar extremt latt i jamforelse med en alfapartikel [kvoten
mellan massorna ar 7300]. Daremot fann Rutherford et al. att vissa enstaka alfapartiklar avbojdes
over 90°, vilket ar oférenligt med plommonpuddingmodellen. Daremot &r det forenligt med en
atommodell dar all positiv laddning, och ndstan all massa i atomen, ar koncentrerad i en liten, liten

* Har bortser vi fran de (i allmanhet mycket sma) avvikelser fran perfekt elliptisk rérelse som uppkommer bland
annat pa grund av gravitationskrafter fran andra himlakroppar an den aktuella stjarnan och planeten i fraga, i
synnerhet fran de andra planeterna i samma planetsystem. Vi bortser dven fran relativistiska effekter, som
ocksa ar mycket sma.
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atomkarna i mitten av atomen. D& skulle de alfapartiklar som frontalkolliderar med atomkarnan i
princip vanda 180°.

Nedan visas en hoguppldst datorsimulering av experimentet. En guldkdrna befinner sig i origo, och

alfapartiklar skjuts in fran vanster. Notera de fina hyperblerna.

Figur 1 Rutherfordspridning (datorsimulering)
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4 Derivator av hyperboliska funktioner
Férkunskaper: Derivator

| det har avsnittet bestammer vi derivatorna till de hyperboliska funktionerna.

Sats 3

For alla x € R galler

d .
—sinhx = coshx

(a)

dx
(b) Lcoshx = sinh

—, coshx = sinhx

4 _1_ 2
(c) dxtanhx—l tanh“ x.

Bevis

(a):

d h _d fer—e*\ 1 x+1 x
7y Sinhx = —— 5 =-e e

(b)—(c) Idmnas som 6vning.

e*+e7*

= coshx.
> coshx

Notera att sinh deriveras till cosh, precis som sin deriveras till cos. Men medan cos deriveras till

minus sin, sa deriveras cosh bara till sinh.

Ovningar

1. Visa Sats 3 (b)—(c).

2. Notera att derivatorna ar rimliga genom att studera graferna till de hyperboliska

funktionerna i Tabell 2.

3. Visa att 1—tanh?x =sech?x. Vad &r motsvarande formel fér de trigonometriska

funktionerna?

Bestam derivatorna till cotangens, sekant och cosekant hyperbolicus, dar de ar definierade.
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5 Studie av graferna till de hyperboliska funktionerna
Férkunskaper: Grdnsvdrden, derivator, kurvritning

Vi dmnar i detta avsnitt anvanda envariabelanalysens maskineri for att visa centrala egenskaper hos
de hyperboliska funktionerna. Bland annat motiverar vi varfor graferna ser ut som de goér. Notera
forst att sinus och cosinus hyperbolicus bara ar linjarkombinationer av de tva exponential-
funktionerna e* och e™. Vi kan alltsa forestalla oss hur dessa tva hyperboliska funktioner ser ut tack
vare att vi ar val bekanta med graferna till dessa tva exponentialfunktioner:

Tabell 3 De tva exponentialfunktionernay = e*ochy = e™*

Lagg marke till att man i huvudet kan forestélla sig graferna till bade cosinus och sinus hyperbolicus
genom att mentalt addera (respektive subtrahera) de tva exponentialfunktionerna (och dela med
tva). Lagg sedan marke till att de dvriga hyperboliska funktionerna definieras som enkla funktioner av
sinh och cosh, och att man darfoér dven kan forestalla sig deras grafer sa fort man lart sig graferna till
sinh och cosh. Till exempel, notera att det av definitionerna av sinus och cosinus hyperbolicus féljer
att

lim =41

x—+o cosh x

vilket aterspeglas i grafen till tangens (och cotangens) hyperbolicus. Vi betraktar nu graferna mer i
detalj, och vi bérjar med cosinus hyperbolicus.

Sats 4

(a)  cosh ar definierad och kontinuerlig pa hela R
(b)  cosh ar positiv, d.v.s. coshx > 0,Vx € R

(c) cosharjamn

(d)  cosh ar stréangt vaxande pa x = 0

() cosh(0) =1

(f)  cosh(x) - oo ndrx - oo,
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Bevis

eX+e™*

(a) foljer direkt av definitionen. (b): coshx = > 0 for alla x € R eftersom bada termerna i

taljaren ar positiva pa hela R.
(c):
e X e (X)X X X X

cosh(—x) = 3 = 3 = 3

= coshx

(d):

eV—e~

0
2 coshx = sinhx > 0 fér alla x > 0 eftersom sinh(0) = = 0 och %sinhx = coshx > 0 for

dx
alla x enligt (b). Alltsa ér:—xcoshx > 0 for alla x > 0 varfor cosh x strangt vaxande pa hela [0, oo].

(e):
e°+e‘°_1+1_
2 2

cosh0 =

():
e¥+e™* ° x —x
cosh x =—" 0o d3 x — oo eftersom e* » co medane™ — 0. []

Vi har nu allt som kravs for att skissa grafen till cosinus hyperbolicus. Vi erhaller da precis grafen i
Tabell 2. Notera i synnerhet att det foljer omedelbart av Sats 4 att cosh x har ett globalt minimum i
origo, samt att cosh(x) — oo dven da x —» —oo. N&r det giller sinus hyperbolicus har vi

Sats 5

(a)  sinh ar definierad och kontinuerlig pa hela R
(b)  sinh &rudda

(c)  sinh ar strangt vaxande pa hela R

(d) sinhx — oo ndrx — oo,

Notera har att det féljer att sinhx — —oco da x —» —oo. Beviset lamnas som 6vning. Vi tittar nu pa
tangens hyperbolicus.

Sats 6

(a)  tanh ar definierad och kontinuerlig pa hela R
(b)  tanh ar udda

(c)  tanh ar strangt viaxande

(d) tanhx - 1ndrx — oo

(e)  tanh ar begransad; narmare bestamt ar —1 < tanh x < 1 for alla x.

Bevis

(a) féljer av definitionen tanh x = sinh x/cosh x eftersom bade sinh och cosh &dr definierade och
kontinuerliga pa hela R och coshx > 0 for alla x € R. (b) foljer ocksa direkt ty tanh x ar kvoten
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mellan en udda och en jamn funktion. (c) foljer av att <2 tanhx = sech?x = ——> 0 for alla
dx cosh? x
x € R.
(d):
e—x
canh sinhx e*—e™ l-7% 1-e%
anh x = = = — = -
coshx e*+e™* e 1+4e 2
1+ o%
dad x — oo eftersom e =¥ — 0.
(e) foljer av (a), (b), (c) och (d). [ |

Ovningar

1. Visa att cosh x har ett lokalt minimum i origo pa naivt satt, d.v.s. genom att satta derivatan
till noll och undersdka derivatans teckenvaxling. Forklara ocksa hur man kan se att den
stationdra punkten i origo ar just ett minimum genom att studera andraderivatan till cosh i
stallet for att undersodka forstaderivatans teckenvaxling explicit.

2. Bevisa Sats 5.

3. Motivera grafernas utseende for de tre aterstdende hyperboliska funktionerna, d.v.s. for
cotangens, sekant och cosekant hyperbolicus, bara genom att utga fran graferna till cosinus
och sinus hyperbolicus.

4. (*) Visa stringent att de rata linjerna y = +x verkligen dr sneda asymptoter till hyperbeln
2 2
xc—yc=1.
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5.1 Kedjekurvan

Grafen till cosinus hyperbolicus stoter du formodligen pad sa gott som dagligen. En ideal kedja
(tvattlina, snore, elkabel, metallkedja, ...) som ar uppsatt i sina tva andpunkter (pa samma hojd) och
som endast paverkas av tyngdkraften® antar namligen formen av y = cosh x i ett lampligt (kartesiskt)

koordinatsystem.

Figur 2 Ett fotografi av en kedja som hanger fritt

Det sigs® ibland att Galileo Galilei (1564-1642) trodde att kedjekurvor var parabler (y = x?) [vilket de
alltsa inte ar]. Det verkar emellertid vara ndrmare sanningen att han enkom betraktade parabeln som
en god approximation till kedjekurvan, vilket den ocksa ar. | bilden nedan ldgger vi in en cosinus
hyperbolicus-graf (rod) och en parabel (bla) ovan den riktiga kedjan. Trots att fotografiet ar taget lite
snett och vint och att kedjan inte ar ideal, och dessutom paverkas av andra krafter an gravitationen
(den till och med gungar nagot), ser vi att den passar valdigt fint mot cosh-grafen.

> Det gar férstas bra med vilket konstant (nollskilt) kraftfalt som helst.
® Wikipediabidragsgivare, ”Catenary”, Wikipedia, The Free Encyclopedia,
http://en.wikipedia.org/w/index.php?title=Catenary&oldid=427545117 (hdmtat den 27 maj 2011).
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Figur 3 Samma kedja med en cosh-graf (r6d) och en parabel (bld) 6verlagrade
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6 Inversa hyperboliska funktioner

Vi dmnar har bestamma inverserna till de hyperboliska funktionerna. En snabb inspektion av graferna
till de hyperboliska funktionerna (se Tabell 2) visar att sinus, tangens, cotangens och cosekant
hyperbolicus ar injektiva (d.v.s. har invers). Cosinus och sekant hyperbolicus, ddremot, saknar invers,
sa har maste vi infora injektiva restriktioner pa samma satt som vi gjorde med de trigonometriska
funktionerna. Vi tar sedan fram inverserna for dessa restriktioner. | vilket fall som helst talar vi sedan
om de sex inversa hyperboliska funktionerna, precis som vi talar om de sex inversa trigonometriska
funktionerna. Vi betecknar inverserna arccosh, arcsinh, arctanh, ... Notera att suffixet ”-h” talar om
for oss att det ar en hyperbolisk funktion, och alltsa inte en trigonometrisk, och att prefixet "arc-”,
som hér inte alls har nagot med bagar att gora, bara talar om for oss att det ror sig om en invers
hyperbolisk funktion. Det ar bara av konvention (som kommer av den trigonometriska analogin) vi
anvander prefixet "arc-” for att beteckna ”invers”. Den direkta tolkningen som en baglangd forsvann
nar vi lamnade arcsin och arccos bakom oss. Manga forfattare foresprakar i stéllet prefixet “ar-" (som
i area) for invers hyperbolisk funktion; se 6vningsuppgift 5 nedan.

Eftersom de hyperboliska funktionerna definieras med hjalp av elementara funktioner ar det inte
konstigt (men heller inte sjalvklart) att vi kan ta fram explicita uttryck for deras inverser. Lat oss bérja
med att ta fram inversen till sinus hyperbolicus (som &r injektiv). Valj ndgot y € V. Da finns det ett
X € Dgjpp, sadant att

X —-X

—e
2

Vi vill forstas finna ett uttryck for x som en funktion av y. Med t := e* har vi

e
y =sinhx &

t—tt
y=— > 2y=t—t1! —_— 2yt =t2 -1 —
— t?2—2yt—1=0 - t—y)?>—-y*-1=0 —

- t=y+1+y?

dar * foljer av att t —y = e* —sinhx = coshx > 0. Vi har sdlunda e* =y +,/1+y? s3 att
x = ln(y +41+ yz). Med andra ord har vi funnit inversen
arcsinhx = In (x +x?+ 1), Vx € R.

Lat oss nu betrakta hyperboliska cosinus, ndrmare bestamt ekvationen

eX+e*
2

def

y = coshx &

Om y = 1 maste x = 0. Men for varje y > 1 finns det exakt tva tal x sadana att y = cosh x. Cosinus
hyperbolicus ar alltsd inte injektiv, utan vi maste bestdmma en injektiv restriktion f med samma
vérdemangd [1, . Det naturliga valet &r f(x) = coshx med Dy = [0,00[ € R = D [Positiva tal
ar trevligare an negativa. Notera t.ex. att ”kvadratrotsfunktionen” x + +/x &r inversen till
restriktionen av x = x2 till [0, oo[.] Vi séker sdlunda det x > 0 for vilket y = coshx. Om t := e* &r

t+t7? 1 5
Y= — 2y=t+t" - 2yt =t*+1 —
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1 t:y-|—,/y2—1
dar = foljer av att t —y = e* — coshx = sinhx > 0 ty x > 0. Sélunda ar e* =y +/y? — 1 varfor

X = ln(y +./y? — 1). Med andra ord &r

arccoshx = In (x +/x2% — 1), Vx > 1.

Ovningar

1. Tag fram ett explicit uttryck for arctanh, d.v.s. inversen till tangens hyperbolicus, och ange
inversens definitions- och vardemangd.

2. (x) Tag fram ett explicit uttryck for arccoth och ange definitions- och vardemangd till
funktionen.

3. (*) Tag fram ett explicit uttryck for arcsech, som definieras som inversen till restriktionen av
sech till x = 0, samt ange definitions- och vardemangd.

4. (%) Tag fram ett explicit uttryck for arccsch samt ange definitions- och vardemangd.

5. (xx) Betrakta ”enhetshyperbeln” x? —y2 = 1. Lat (x,,y,) vara en godtycklig punkt pa
hyperbeln i férsta kvadranten, svarande mot parametervardet t > 0 i parametriseringen
(x0,¥0) = (cosht,sinht). Betrakta nu det omrade i forsta kvadranten som begrénsas av x-
axeln, den rata linjen som gar genom origo och punkten (x,,V,) samt hyperbeln sjalv. Lat
arean vara A. Visa att A=§. Argumenten till sinus och cosinus hyperbolicus (eller,

ekvivalent, funktionsvardena for inverserna) kan alltsa tolkas som areor!

6. (*x) Anvand resultatet i féregaende uppgift for att definiera de hyperboliska funktionerna
sinh och cosh med hjédlp av enhetshyperbeln pa ett sidtt som i sa stor utstrackning som
moijligt liknar det satt pa vilket sin och cos definieras med hjalp av enhetscirkeln.

eX+e ™™
2

och

7. (*x) Anvand dina nya definitioner av sinh och cosh for att bevisa att coshx =

eX—e™*

sinhx =

6.1 Derivator av inversa hyperboliska funktioner
Vi bestammer derivatorna av de vanligaste inversa hyperboliska funktionerna.

Sats 7
(a) 2 arcsinhx = —— forallax € R
dx T V12
d 1 .
(b) aarccoshx =T forallax > 1
d .
(c) Earctanhx =T forallax € 1—1,1].
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Bevis

(a):

d

inh —d1(+ 241) = (1+1(2+1)—%2)—
dxarcsm x—dxnx X = 2x X )=

1
x+Vx2+1
1 X VxZz +1 x Vx?2+1+x
2 s 1+ + e
x4+ 2 2 p 1 VxZ41 Vx241_\ VxE+1 )
x+Vx?2+1 x+vVx?2+1 x+vVx?2+1 x+vVxZ+1
1

1

VI+ax2

(b)—(c) lamnas som 6vning. [

Ovningar

1. Jamfor derivatorna av de inversa hyperboliska funktionerna i Sats 4 med derivatorna av de
inversa trigonometriska funktionerna arcsin, arccos och arctan.

2. Visa Sats 7 (b)—(c).

3. (*) Bestam derivatorna till de tre aterstaende inversa hyperboliska funktionerna, d.v.s. till
arccoth, arcsech och arccsch.
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7 Tillampningar av hyperboliska funktioner

Férkunskaper: Integration, differentialekvationer

Vi har redan stott pa flera exempel dar hyperboliska funktioner ar av stor vikt. Det forsta exemplet
ror det faktum att hyperbler ar av stor vikt (och darmed hyperboliska funktioner som parametriserar
dessa). Senare sag vi att cosinus hyperbolicus gor sig pamind nastan 6verallt i naturen och samhillet.
Har skall vi studera nagra andra faktorer som gor att de hyperboliska funktionerna &r av stor vikt.

7.1 Integration
De vanliga trigonometriska funktionerna ar valdigt viktiga vid integration. Till exempel vet vi ju att

1
f dx = arctanx + C
1+ x2

J-de = arcsinx + C.

i

| synnerhet arctan spelar en stor roll vid integration av rationella uttryck. Vi har ju ett
"standardrecept” for att integrera alla rationella funktioner, och resultatet blir i allmdnhet en summa
av flera termer: dessa ar rationella funktioner, logaritmer och arcustangenter. Integrander som
innehaller rotuttryck &r nagot besvarligare. Om det som stdr innanfér rottecknet &r ett
forstagradspolynom kan vi ofta fa bort rottecknet med ett variabelbyte. Vad som &r nagot varre ar
om rotuttrycket innehaller ett andragradspolynom. Tva av de vanligaste fallen ar

1 1
———=—dx och f—dx.
f\/l — x? V1 + x?
Den forsta integralen vallar inga problem, eftersom det ar en vanlig arcsin. Den andra, daremot, ar
ett bekymmer. | inledande larobdcker i analys listas ofta den senare i tabellen Over primitiva
funktioner lite som en enstéring — den kommer oftast sist i tabellen, och till skillnad fran de 6vriga

primitiva funktionerna (ﬁx”“, e*, —cosx, sinx, arctan x, arcsinx, ...) r den inte pa nagot sitt
uppenbar:
1 2
ﬁdx=ln(x+ 1+x )+C.

[Hur skulle man komma pa det?!] “Problemet” &r att dessa larobécker inte lagger nagon storre vikt
pa de hyperboliska funktionerna! Hogerledet ar ju precis inversen till sinus hyperbolicus (plus en
konstant)! Notera den vackra symmetrin:

1
————dx = arcsinx + C
.[\/1 —x2
1
———dx = arcsinhx + C.
f\/l + x2

Ovningar

1. Forklara varfor den inversa hyperboliska tangenten (arctanh) inte underldttar namnvart

mycket vid integration av

1—-x2
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?

2. Underlattar arccosh vid integration av =

3. (x) Standardvariabelbytet y = x ++/x2 + 1 for integrander som innehaller /x2 + 1 (pa
valfritt stdlle) kan ocksa skrivas om for att anvanda hyperboliska funktioner. Gor det!

7.2 Differentialekvationer

Fysikaliska problem beskrivs ofta av differentialekvationer. Darfor ar funktioner som dyker upp som
I6sningar till vanliga differentialekvationer viktiga. Dessa inkluderar exponentialfunktioner och
trigonometriska funktioner. Till exempel vet vi att

y' =ky = y(x) = Ae*™
medan
y'+k?y=0 - y(x) = Acoskx + B sinkx.

Vi har som bekant ett standardrecept for att ta fram den allmanna l6sningen till en godtycklig linjar
ordinar differentialekvation av n:te ordningen med konstanta koefficienter, och de tva exemplen
ovan ar bara specialfall av detta forfarande. Detta recept sdger egentligen att losningen till
y" +k?y =0 ar A'e™* + B'e"** for godtyckliga konstanter A’,B’ € C men med hjilp av
definitionen av den komplexa exponentialfunktionen kan I6sningen lika garna skrivas A cos kx +
Bsinkx diar A=A"4+ B’ och B = (A" — B")i. For varje l6sning (A,B) svarar precis en |dsning
(A’,B") och omvint. Férdelen med formen Acoskx + Bsinkx ar forstas att vi har direkt kan
identifiera de reella I6sningarna (valj helt enkelt A, B € R).

Lat oss byta ut ett tecken: Ekvationen
y'—k*y =0
har enligt standardreceptet I6sningarna
y(x) = A’e** + B'e ¥,
Men
A'e*™* + B'e=** = A'(cosh kx + sinh kx) + B’(cosh kx — sinh kx) = A cosh kx + B sinh x
dar

{A =A"+B’

A=A"-B'.

Notera att ”“variabelbytet” ovan ar en bijektion (rent av en linjar avbildning med determinant —2 i
planet), sa till varje 16sning (A’, B") hor precis en 16sning (A4, B) och tvartom. Vi kan alltsa lika girna
skriva l&sningarna till differentialekvationen y'’ — k?y = 0 med hyperboliska funktioner.

Notera den vackra symmetrin:

y"'+k?y=0 — y(x) = Acoskx + B sinkx
y"'—k?y =0 — y(x) = Acoshkx + Bsinhx.

Lasaren har nog redan noterat att den har anvandningen av hyperboliska funktioner framst tjanar ett
estetiskt syfte. Aven om A cosh kx + B sinh kx ser sétt ut s& gar det ju i princip lika bra att rikna
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med A'e** + B'e ¥X_ Estetik skall emellertid inte underskattas — vackra formler &r ofta littare att
hantera.

7.3 Tillampad matematik

De hyperboliska funktionerna och deras inverser dyker ofta upp i tillampad matematik. Titt som tatt i
fysik, kemi och biologi dyker de upp, och detta utgor forstas en stor motivation till att bekanta sig
med dem.
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8 Maclaurinserier

Férkunskaper: Maclaurinserier, potensserier

| det har avsnittet undersoker vi Maclaurinserierna for de viktigaste hyperboliska funktionerna.

Sats 8
(a) coshx:1+%x2+%x4+---
(b) sinhx=x+%x3+%x5+---

(c) arctanhx = x + §x3 +§x5 + -

Bevis

(a), (b): Eftersom

e"=1+x+1x2+lx3+---
2 3!
och
e_xz —x+_x2_lx3+...
2 3!
sa ar
_ex+e‘x_ 1, 1,
coshx—T_1+5x +ax 4.
och
) _et—e™ 1, 1
SlnhX—T—x+§x +§x 4.

(c): Eftersom

1 1
arctanhx = Eln(l +x)— Eln(l —x)

dar
In(1+x) = x — ox? 4 21
n(l+x)=x X 3x
och
In(1—x) = —x — =x? —1x3 —
2 3
sa ar

1 3 1 5
arctanhx=x+§x +§x + .-

Notera att serierna skiljer sig fran de vanliga trigonometriska serierna endast genom att varje
minustecken ar utbytt mot ett plustecken. Har framgar ocksa att sinh och cosh &r varandras
derivator, att cosh ar jamn medan sinh och arctanh &r udda, och att cosh x + sinh x = e*.
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Korollarium 9

sinh x

lim =

x—0 X
Bevis

sinhx x4+ 0(x3
= ( )=1+0(x2)—>1
X b

dax - 0. [ ]

Det ar forstas lonlost att forsoka ta fram Maclaurinutvecklingar av cotangens och cosekant
hyperbolicus. Och precis som i det trigonometriska fallet ar det "bokigt” att ta fram utvecklingarna av
tangens och sekanten. Men precis som i det trigonometriska fallet kan man “trixa fram” utvecklingen
for tangenten t.ex. genom att utga fran arctanh tanh x = x och géra en ansats med lamplig paritet
(jamn/udda).

Ovningar
1. Bestam konvergensradien for potensserierna i Sats 8.

2. Bestam Maclaurinutvecklingen av ordning tre for tanh. Jamfor resultatet med motsvarande
utveckling for tan.

3. (*) Bestdam pa nagot satt Maclaurinutvecklingen av ordning tva for sekant hyperbolicus.
Jamfér med utvecklingen for sec.

4. (%) | de inledande kurserna pa hogskoleniva definieras vanligtvis inte de trigonometriska
(eller de hyperboliska) funktionerna for icke-reella tal. Notera emellertid att, rent formellt,
géller sinhix = isinx, coshix = cosx, sinix = i sinh x och cosix = cosh x. Anvidnd detta
for att rent formellt ta fram Maclaurinutvecklingarna fér de hyperboliska funktionerna
genom att utga fran de trigonometriska utvecklingarna.
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9 Facit
ix, .—ix PR _ f i PR e
221 e +e — cosx+Lsmx+cos( X)+lSlIl( x) — CosSx+1lSInx+cosx—1sinx = COSX
2 2 2
eX_g—ix cos x+isinx—(cos(—x)+isin(—x)) cosx+isinx—cosx+isinx .
— = : = - = sinx
2i 2i 2i
2.3.4 tanh, coth och csch ar udda. sech ar jamn.
3.1.1 x =+addy =0,d.s.v. adravstandet mellan hyperbeln och y-axeln.
3.1.2 Hyperbelns stralar ndrmar sig asymptotiskt de rata linjernay = + Zx.
3.1.3 (x,y) = (acosht,bsinht)
o x\2 y 2 . o
3.14 Den har exakt samma form som en hyperbel pa formen (Z) - (E) = 1; det ar bara fraga
om hur den &r vriden i forhallande till koordinatsystemet, och det paverkar inte vad en figur
heter. For att se detta, utfor ett linjart basbyte; byt fran standardbasen e till den nya basen
. cost/4 —sinm/4 1 (1 -1\ ,.
f med hjélp av basbytesmatrisen T = ( ) ) = —( ) Lat
= Jalpav 4 ! sinmt/4 cosm/4 v2\1 1
P = eX, = fX; vara en godtycklig punkt i planet. Dd &r X, = TX;. Om X, = (¥ T och
Xp=(" y)sdharviX,=TX; & (x )T = %(x’ —y" x"+y)T saatt
y == (:) \/_(x +y') = \/_y © x'?2 — y'2 = 2 som ju 4r en hyperbel pa standardformen
x\2 _ (y\* _ —h—
(;) —(Z) —1meda—b—\/§
3.15 Ja, eftersom den har exakt samma form som hyperbeln y = i; det ar bara en isometri som
skiljer dem at (vilken?).
_ 2. _ 1 _ sinh®x _ cosh®x  sinh*x _ cosh®x-sinh®x _ 1 2
403 1-tanh®x =1 cosh?x ~ cosh®x  cosh?x coshZx ~ coshzx sech®x. Den
trigonometriska formeln ar (%tanx =)1 + tan? x = sec? x som visas pa precis samma
satt men med hjalp av den trigonometriska ettan.
a 4 2. _ 2., 4 _ _ sinh x a _ _ coshx
4.04  ——cothx =1—coth®x = —csch”x, ——sechx woshz s OCh 7 cschx p——
6.0.1 arctanhx = In f Darctanh = 1= 1, 11, Varctann = R
x+1 x+1
6.0.2 arccothx = In = Darecoth = R\ [—1,1], Varccoth = R
6.0.3 arcsechx = (l + /iz 1), arcsech = 10,11, Varesech = [0, o0
1 1
6.0.4 arccschx = (— + =t 1), arcesch = Varcesch = R\ {0}
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6.0.6

6.1.3

7.1.1

7.1.2

7.1.3

8.0.1

8.0.2

8.0.3

Betrakta enhetshyperbeln x? — y2 = 1. Vilj ett tal t > 0 och drag en rit linje fran origo till
den punkt (xg, ¥o) pa hyperbeln i férsta kvadranten som gér att arean som begransas av x-
axeln, den rata linjen och enhetshyperbeln ar lika med A = 2t > 0. Da definieras

cosht = x, och sinht = y,. Definiera sedan cosh 0 = 1 och sinh 0 = 0. Slutligen, for

t < 0, definiera cosht = cosh|t| och sinh t = — sinh|¢|.

d arccothx = d (llan) —_1 4 arcsechx = d In L + ! 1] = !

dx Tax\2 x-1) 7 1-x%" dx T dx x x2 T xV1—=x?
d d 1 1 1

—arceschx =—In|l=+ |=+1|=—-———=

dx dx (x x2 [x|V1+x2

dx dx 1 1 1 1 1 1+x
f = f(1+x)(1—x) = Ef(m‘F—) dx = E(lnll + x| —In|1 —xl) +C = Eln|—| +

1-x2 1-x 1-x

C

Ja, det &r svart att se nagot enkelt alternativ, sa arccosh har vi nytta av, precis som arcsinh.
Daremot har vi ju ingen stOrre nytta av arccos eftersom derivatan av arccos ser likadan ut
som derivatan av arcsin sa nar som pa tecknet.

arcsinh x arccosh x

y=e respektivey = e
oo, oo respektive 1
tanhx = x — §x3 + 0(x®). Jamfér med tanx = x + §x3 + 0(x®).

sechx =1— %xz + 0(x*). Jamfor med secx = 1 + %xz + 0(x*h).
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