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1 Inledning

Det hdr dokumentet sammanfattar flervariabelanalysens grunder. Fokus ligger pa grundlaggande
begrepp, pa vad de betyder och hur de hanger ihop. Erfarenhet fran matematikundervisning pa hog-
skoleniva visar namligen att d&ven om manga studenter memorerar de tekniska berdkningsmoment
som kravs for att 16sa analysuppgifter, sa brister det ibland vad betraffar den grundlaggande forstael-
sen — studenten vet egentligen inte vad han gor!

Stort fokus ligger pa tydlighet och pa exempel. Dessutom finns gott om bilder som fortydligar. Vissa
delar av dokumentet ar dverkurs. | den man ett helt avsnitt ar av sadan karaktar ar rubriken marke-
rad med en asterisk (*); i annat fall framgar det av brodtexten att materialet ar éverkurs.

Varje avsnitt (som inte &r asteriskmarkerat) i dokumentet ar viktigt, och lasare med avsikt att forsta
flervariabelanalysen bor inte pabdrja nasta avsnitt innan han helt och fullt forstatt det aktuella av-
snittet. Dessa lasare bor ocksa gora alla 6vningsuppgifter vilka inte ar asteriskmarkerade eller ligger i
asteriskmarkerat avsnitt.

Fokus ligger som sagt pa grundldggande begrepp. Men dven praktisk rakning samt diskussioner om
god redovisning framhavs. Daremot ar det har dokumentet inte en fullstandig kurs i flervariabelana-
lys. Det som framfor allt utelamnas ar de moment som de allra flesta studenter beharskar och som
sallan missforstas. Till detta hor t.ex. grundlaggande tillampning av kedjeregeln samt variabelbyten i
multipelintegarler. Har ger vi forvisso mangder av exempel, men ingen fullstindig genomgang.

For att begransa oss avstar' vi ocksa fran att behandla partiella differentialekvationer samt inversa
och implicita funktionssatserna. Dessa moment brukar behandlas tillrdackligt bra i den ordinarie kurs-
litteraturen och det finns ganska lite utrymme for fargfulla illustrationer och genuint intressanta till-
lampningar.

Inom flervariabelanalysen studerar man delmangder av R™ och funktioner av typen R™ — R™. Vi
borjar darfor med en genomgang av dessa begrepp.

! Férfattaren kan komma att lagga till kapitel om detta i framtiden.
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2 Delmangder av R"
Lisaren &r naturligtvis bekant med rummet R™; det &r inget annat 4n mangden av alla n-tipler
(x4, %5, ..., X,). Speciellt brukar vi tolka R* = R som tallinjen, R? som planet och R® som rummet.

2.1 Uppvarmning

De vanligast forekommande delmangderna av R ar formodligen de som bestar av dndligt manga
punkter —t.ex. {0, 1, 5} som ar [6sningsmangden till ekvationen x3 — 6x2 + 5x = 0 — och intervallen
—t.ex. [—2, 1] som &r I6sningsmangden till olikheten x? + x — 2 < 0. Andra exempel pa delméngder
ar heltalen Z och de rationella talen Q. Det finns ocksa betydligt mer invecklade delmangder, som
den sa kallade Cantormangden, som den intresserade lasaren med 6verkursambitioner kan sla upp
pa egen hand.

Bland planets delméangder har vi forstas ocksa dndliga mangder av punkter, t.ex.

{(1,2),(3,5),{0, 10)}. Men vi har ocksa linjer, rektanglar, ellipser, hyperbler och alla mdjliga sorters
kurvor, plana omraden och blandningar av bade det ena och andra. Ldsaren bor utan problem kunna
rita/beskriva foljande mangder pa egen hand:

1. {(x,y) e R?: x =0} 7. {y) ER*: x*+y? =1}

2. {(x,y) ER?: x+3y=0} 8. {(x,y) ER?: (x—1)2+y%2=1}
3. {(x,y) €R%: y>x} 9. {(x,y) ER* x*+2y® <2}

4. {(x,y) ER?: 0<x<1,0<y<1} 10. {(x,y) ER*: x*> <y <x}

5 {(x,y) € R?: _% <y< %} 11. {(x,y) € R%: x| + |yl < 1}

6. (ny) €ER* 0<x—2y<1} 12. {Gy) € R% - max(lxl Iy = 1)

(Med max(a, b) avses det storsta av talen a och b. Max ar alltsa (i det har fallet) en funktion R? - R
som tar in tva tal och ger ifran sig det storsta av dem. Till exempel &r max(5,1) = 5.)

Den student som vill se exempel pa mer invecklade plana mangder kan sla upp Sierpinskimattan eller
nagon annan fraktal.

De enklaste delmidngderna av R® ar &terigen de som bestar av dndligt manga punkter. Sedan har vi
kurvor (t.ex. en rat linje eller en spiral), ytor (t.ex. xy-planet eller enhetssfaren) och tre-dimensionella
omraden (t.ex. klot och ratblock). Och naturligtvis finns det dven mer invecklade exempel, som t.ex.
Mengers tvattsvamp.

2.1.1 Envaldigt trevlig notation

Nar det galler delmangder av R har vi som bekant infért en speciell notation for de ofta férekom-
mande s.k. intervallen, t.ex. [a,b] = {x E R: a <x <b}och[a,b[={x € R: a<x < b}.Detta
underlattar naturligtvis forfattande av texter nagot ofantligt. Nar det giller delmangder av R?, R3,
o.s.v. kan man anvanda den sa kallade kartesiska produkten — en allman mangdoperation — for att pa
ett mycket koncist satt med hjalp av intervall uttrycka axelparallella linjer, rektanglar, plan och rdt-
block. Ifall lasaren inte dr bekant med mangdldrans elementéara operationer kommer har en kort in-
troduktion till den kartesiska produkten.

Lat A och B vara allmdnna mangder. Da ar den kartesiska produkten
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AXB={(ab): a€AbeB}

| ord: den kartesiska produkten av de tva mangderna A och B dr méngden av alla ordnade par (a, b)
dér a ar ett element i A och b ar ett element i B.

Exempel. Ldt D = {kanin, ratta, hund} och K = {Q, J}. D& ar
D x K = {(kanin, 9), (kanin, @), (ratta, 9), (ratta, @), (hund, ?), (hund, 3)}.
Exempel. R X R = R?.

Den kartesiska produkten av de tre mangderna A4, B, C betecknas A X B X C och & mangden av alla
ordnade tripletter (a,b,c) déra € A, b € B och ¢ € C. Generaliseringen av den kartesiska produkten
till n faktorer ar uppenbar.

Exempel. R X --- X R = R".
N——_——
n faktorer
Anledningen till att vi (i det har dokumentet) ar intresserade av den kartesiska produkten &r att den
kartesiska produkten av intervall (och andra delmangder av R) ar axelparallella linjer, rektanglar,
plan, ratblock o.s.v.

Exempel. [0,2] X [0,1] &r per definiton mangden {(x,y) € R?:x € [0,2],y € [0,1]} = {(x,y) €
R2:0 < x < 2,0 <y <1}, d.v.s. en fylld rektangel i planet. R x [0,1] &r per definition {(x,y) €
R2:x € R,y € [0,1]} som &r ett horisontellt “band”. [0,1] x {0} 4r per definition midngden
{(x,¥) € R%:x € [0,1],y = 0} som &r det rita linjestycket fran (0,0) till (1,0) i planet.

Exempel. [0,1] X [0,1] X [0,1] &r enhetskuben i rummet. {0} X {0} X R &r z-axeln i rummet.
R X R X {5} &r planet z = 5 i rummet.

Ovningar

1. Rita eller beskriv féljande mangder:
a. [0,1] x[1,2]
{1 x]-11]
[-1,1] x {-1,0,1}
R x [0,1]
[0,1] x [0,1] x [0,2]
[0,1] x [0,1] x {0,2}
RXR x[0,1]
h. {-1,1} x{-1,1} x {-1,1}.
2. *Redogor for skillnaden mellan den n-stélliga kartesiska produkten A; X -+ X A,, och den
upprepade binira kartesiska produkten ( ((4; X A;) X A3) X ...) X A,. Ar den senare asso-

™ 0 a0 T

ciativ?

2.2 Topologiska egenskaper

Givet en punkt a € R™ och ett tal v > 0 sa definierar vi

B(a,r)={x€eR™ |x—al|<r}
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Om lasaren nu mot all formodan fortrangt det, sa ar

”X - a” = \/(xl - a1)2 +- (xn - an)z

langden av vektorn x — a, d.v.s. avstdndet mellan punkterna X och a. (Notera att hégerledet reduce-
ras till vanliga avstandsformeln i rummet, i planet och pa tallinjen om n = 3, 2 respektive 1.) B(a,r),
som kallas fér ”"det 6ppna klotet kring a med radie r”, bestar alltsa av alla punkter i R™ som har av-
stand mindre an r till a. | rummet far vi ett vanligt klot, i planet far vi en disk och pa tallinjen far vi ett
intervall, i samtliga fall med punkten a i mitten och med radien r.

En omgivning till en punkt X € R™ &r en delméngd U c R™ som innehaller ett 6ppet klot kring x.

Lat nu M c R™ vara en godtycklig delmiangd; med M¢ betecknar vi komplementet R™ \ M. Om
x € R"™ 4r en punkt sa giller exakt ett av féljande pastaenden:

1. Det finns ett 6ppet klot kring x vilket ligger helt i M.
2. Det finns ett 6ppet klot kring x vilket ligger helt i M.
3. Varje 6ppet klot kring x skar bade M och M¢.

| forsta fallet sager vi att x ar en inre punkt till M; i andra fallet sager vi att x ar en yttre punkt till M. |
tredje fallet kallar vi x for en randpunkt till M. | figuren nedan ar a en inre punkt till M medan b &r en
yttre punkt och c ar en randpunkt.

o c

Betrakta nu en fix mdngd M c R™. Om alla randpunkter tillhdr M s sager vi att M &r sluten; om alla
randpunkter tillhér M€ siger vi att M ar dppen. Notera att en mangd kan vara varken éppen eller
sluten, eller faktiskt bdde 6ppen och sluten. Alla fyra kombinationer ar med andra ord mojliga (3ven
om den sista ar ovanlig i R™).

Exempel. Betrakta intervallet M := [0,1] som &r en delm&ngd av den reella tallinjen. Varje punkt i
10,1[ &r en inre punkt till M eftersom det finns ett 6ppet klot (=ett intervall) kring punkten vilket helt
ligger i M. Till exempel dr 0.01 en inre punkt, eftersom det 6ppna klotet ]0.01 — 10719°,0.01 +
1071997 ligger helt i M. P4 liknande sett ser vi att varje punkt i ]—o0, 0[ U ]1, o[ &r en yttre punkt till
M. Punkterna 0 och 1 &r randpunkter till M, eftersom varje 6ppet klot till endera punkten nédvan-
digtvis skar bade M och M¢. M &r en sluten méngd, eftersom alla randpunkter (bada punkterna) till-
hoér mangden.
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Rita féljande exempelméangder, och var mycket noga med att du forstar exemplen.

Exempel. Mingden [0,1] x [0,2] &r sluten medan ]0,2[ x ]0,2[ &r éppen. Mangden [0,1] x ]0,1[ &r
varken 6ppen eller sluten. Det finns bara tva delmangder i R™ vilka r bdde slutna och 6ppna, namli-
gen @ och R"™,

Exempel. Disken {(x,y) € R2:x? + y2 < 1} &r éppen; disken {(x,y) € R%:x? + y? < 1} &r sluten. |
allmanhet ar det "6ppna klotet” B(a,r) 6ppet (som tur ar!).

Exempel. Vi har sett att de inre punkterna till [0,1] € R &r de i ]0,1[ och att randpunkterna ar 0 och
1. Betrakta nu den snarlika mangden M := [0,1] X {0} c R? i planet. Har finns inga inre punkter.
Varfor da? Jo, vélj vilken punkt a i mangden som helst och betrakta det 6ppna klotet B(a, r) kring
punkten. Denna disk skar naturligtvis M€, s& punkten &r inte en inre punkt. | stéllet &r det en rand-
punkt.

Ovningar

1. Visa att M ar 6ppen omm varje punkt i M ar en inre punkt, d.v.s. varje punkt i M har en om-
givning som helt ligger i M.

2. Visa att M &r sluten omm M€ &r 6ppen.

3. Rita foljande mangder och bestam deras inre punkter, yttre punkter och randpunkter. Avgor
om mangderna ar 6ppna, slutna, ingetdera eller bada.

a. [-11]\{0}

[0,1] U ]2,3]

{(x,y) ER?: x%2+y2<1, y>0}

{(x,y) ER%: 1<x?+y?2<9, 0<x<y}

{(x,y) ER%: 0<y<x?}

[0,1] x {0,1}

{(x,y,z2) ER3: x*+y?+z2<1, z>0}

™ oo 0T

2.2.1 Kompakta mingder

En mangd M c R? kallas fér begrdnsad om det finns ndgot tal R > 0 sddant att M < B(0,R), d.v.s.
om M finns inuti ndgot 6ppet klot kring origo. | princip betyder detta att mangden inte ”sticker ivag
mot oandligheten i nagon riktning”.

En mangd M c R™ kallas slutligen for kompakt omm den &r sluten och begransad. Egenskapen kom-
pakt ar mycket viktig, vilket vi kommer att se senare.

Exempel (*)

Betrakta familjen (A,)m=1 av delmdngder av planet definierad av

1
A, = {(x,y) € RZ%: — < Jx2+y2 < n}.

(Rita nagra av mangderna. Notera att 4,, ar en véxande foljd av kompakta mangder; "vdaxande” bety-
der att A, € A, fér varje n € Z*.) Visa att det for varje kompakt mingd K c R? \ {0} finns ett
N € Z* s&ddant att K c Ay.
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Lésning: Eftersom K ar kompakt ar K begransad; det finns darfor ett tal R > 0 sadant att

K < B(0, R). Lat n, vara det minsta heltal som &r stérre eller lika med R. Eftersom 0 € K kan 0 inte
vara en inre punkt till K. Alltsa ar 0 antingen en randpunkt eller en yttre punkt. Men eftersom K ar
kompakt ar K sluten, sa den innehaller alla sina randpunkter. Eftersom 0 & K maste alltsa 0 vara en
yttre punkt. Per definition betyder detta att det finns ett tal 7 > 0 sddant att B(0,7) c K. L3t n,
vara det minsta positiva heltal sadant att 1/n, <r.

Satt N := max(n,,n,).DaarK c B(0,R) € B(0,n;) € B(0,N) ochB(0,1/N) € B(0,1/n,) c
B(0,7) c K€ (rita!) varfor K c Ay, som 6nskat. n

Ovningar

Avgor vilka av mangderna i 3a—g i foregaende avsnitt som ar begransade.
Avgor vilka av mangderna i 3a—g i foregaende avsnitt som dr kompakta.
*Inom den lite hogre matematiken definieras begreppet kompakt pa ett annat satt. En
mangd M c R" siges vara kompakt omm varje 6ppen tackning har en dndlig deltdckning. En
téckning av en mangd M ar en familj av mangder i R™ sddan att deras union &r en super-
mangd till M (unionen "tacker” M). En 6ppen tdckning ar helt enkelt en tackning bestaende
av 6ppna mangder. Givet en tackning av M ar en deltédckning en delmangd av familjen som
ocksa tacker M, och en dndlig deltickning ar en andlig sadan delfamilj. Begreppet kompakt
definieras pa néastan precis det har sattet ocksa mer allméant for s.k. topologiska rum (speci-
ellt for s.k. metriska rum). Man kan visa att dessa mer generella begrepp reduceras till ”slu-
ten och begriansad” i fallet R™ (med den vanliga topologin respektive metriken).

a. Visa att R inte &r kompakt genom att betrakta den 6ppna tackningen {]k, k + 2[: k €

Z}. (Och R &r ju inte begrdnsad.)

b. Visaatt]0,1] inte &r kompakt genom att betrakta den éppna tackningen {E, 2[ 'k e

Z*’}. (Och ]0,1] &r ju inte sluten.)

c. Troliggér det faktum att [0,1] &r kompakt genom att betrakta ndgra olika 6ppna
tackningar — "forsok och misslyckas” med att hitta en 6ppen tackning som inte har en
andlig deltackning. (Och [0,1] &r ju sluten och begrinsad.)

4. *Enannan karaktarisering av kompakta delmangder av R" (eller, mer allmant: metriska rum)
ar féljande: en mangd ar kompakt omm varje (odndlig) foljd av element i mangden har en
konvergent (odndlig) delféljd (dar gransvardet tillhor mangden).

a. Visa att R inte ar kompakt genom att betrakta féljden (x;)i=; € R definierad av
xp = k.

b. Visa att]0,1] inte ar kompakt genom att betrakta foljden (x;) =, < ]0,1] definierad
avx, = 1/k.

c. Troliggor det faktum att [0,1] &r kompakt genom att betrakta nagra olika foljder av

element i [0,1] — "férsék och misslyckas” med att hitta en féljd som inte har en kon-
vergent delfoljd. (Prova a;, = %, a,=1- %, a, = %[(—1)" + 1] och nagra mer fan-
tasifulla varianter.)

Anmdrkning (*): | ett allmant metriskt rum ar begreppen ”sluten” och “"begransad” fortfarande valde-
finierade, men “kompakt” ar dar inte ekvivalent med ”sluten och begransad”; daremot ar “kompakt”
ekvivalent bade med egenskapen i uppgift 3 och med egenskapen i uppgift 4. Begreppet ar ocksa
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ekvivalent med "fullstandig och totalt begransad”. | just det metriska rummet R™ &r alla dessa tre
begrepp ekvivalenta med ”sluten och begransad”.

2.2.2 Rand, inre och slutet hélje (*)

Om M c R™ s3 betecknar vi med dM méangden av alla randpunkter till M; M kallas for randen till M.
Vi infér ocksd M :== M U dM som vi kallar M:s slutna hélje och M° := M \ dM som vi kallar fér M:s
inre. M bestar alltsa av M och alla M:s randpunkter medan M° bestar av alla inre punkter till M.

Exempel. Betrakta den éppna enhetsdisken M := {(x,y) € R%:x? + y2 < 1}. D4 4r OM =
{(x,y) € R?:x2 + y? = 1} enhetscirkeln medan M = {(x,y) € R?:x% + y? < 1} 4r den slutna en-
hetsdisken. Vi har ocksa M° = M.

Exempel. Betrakta den slutna enhetsdisken M := {(x,y) € R?:x? + y2 < 1}. Dd 4r oM =
{(x,y) € R?:x2 + y? = 1} enhetscirkeln medan M° = {(x,y) € R%:x? + y2 < 1} &r den 6ppna
enhetsdisken. Vi har ocksa M = M.

Exempel. Ldt M == ]0,1[ x [0,1]. D& &r M rektangeln som bestar av de fyra "kanterna”, M = [0,1] x
[0,1] och M° =10,1[ X ]0,1[.

Exempel. Om M :=]0,1[ sd &r oM = {0,1}, M = [0,1] och M° = ]0,1[. Om M :=]0,1[ x {0} s& &r
oM = [0,1] x {0}, M = [0,1] x {0} och M° = @.

Exempel. Betrakta den dndliga mangden M := {(0,0),(1,0), (1,1)} c R%. ViharoM = M,M = M
och M° = @. M &r alltsa sluten och saknar inre punkter.

Om M é&r en sluten mangd &r M © M varfor M & M U OM = M, vilket exemplifierades ovan. Om-
vant,om M & M U OM = M féljer det att IM < M s& att M ar sluten. Vi har darfor visat att

M i&r sluten — M = M.
Ovningar

Visa att M ar 6ppen omm M° = M.

Visa att M ar sluten och att M° r 6ppen.

Visa att M = M och att (M°)° = M°. [Ledning: Anvand de tva féregaende dvningarna.]
Visa att M = M \ M°. [Ledning: Rita ett Venndiagram éver M och dM.]

Visa att om mangden M ar dndligsd arM = M, M° = @ och M = M.

Ge exempel pa en miangd M s&dan att (M°) # M.

Visaatt0Z =7Z,7 = Zoch Z° = Q.

Visa att 0Q = R, Q = R och Q° = @.

Visa att unionen av en samling 6ppna mangder ar 6ppen.

LN A WDNR

=
o

. Visa att snittet av dndligt manga 6ppna mangder ar 6ppet.

[y
=

. Visa att snittet av en samling slutna méngder ar sluten. [Ledning: Anvdnd foregaende uppgift
samt en av De Morgans lagar tillsammans med det faktum att en mangd ar sluten omm dess
komplement ar 6ppet.]

12. Visa att unionen av dndligt manga slutna mangder ar sluten. [Samma ledning som i forega-

ende uppgift.]
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13. Visa att M &r snittet av alla slutna supermangder till M; M &r alltsd den minsta slutna super-
mangden till M, i den meningen att varje sluten superméngd till M innehéller M.

14. Visa att M° ar unionen av alla 6ppna delmangder till M; M° &r alltsa den stérsta 6ppna del-
mangden till M, i den meningen att varje 6ppen delmangd till M finns i M°.
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3 Kurvor och ytor

Man betraktar ofta kurvor i planet och rummet samt ytor i rummet. Kurvor och ytor ar punktmang-
der, d.v.s. delméngder av R? eller R3 (eller ndgot annat rum). Kurvor &r endimensionella “saker”,
som tradar; ytor ar tvadimensionella “saker”, som tygstycken.

3.1 Kurvoriplanet

En kurva i planet kan ges av en ekvation. Till exempel siger vi att enhetscirkeln S ”ar” x2 + y? = 1.
Vad som egentligen menas ar da att enhetscirkeln &r lika med mdngden av punkter (x, y) i planet
som uppfyller ekvationen, d.v.s.

St={(x,y) eR%: x%+y?=1}

Enhetscirkeln kan ocksd parametriseras, t.ex. med funktionen r: R — R? definierad av

r(t) = e (cos t).

=\sint

Har menar vi att cirkeln &r vdrdemdngden till funktionen r, d.v.s. mangden av punkter (x,y) somr
ger ifrdn sig nar t varierar. Vi har alltsd ST = V.. Faktiskt racker det med att t antar alla virden i

[0, 27[. ST &r sdledes madngden av punkter r ger ifran sig nér vi stoppar in alla varden i [0,27[ i funkt-
ionen. Vi sager darfor att ST ar bilden av [0,2[ under parametriseringsfunktionen r och vi skriver
detta St = r([0,2r]).

Ett alternativt satt att parametrisera antingen ovre eller undre halvan av enhetscirkeln ar att anvanda

x som parameter. Ekvationen x? + y? = 1 medfér ju att x = +V1 — x2, s t.ex. &r bilden av inter-

vallet [—1,1] under parametriseringsfunktionen

r(t) =9( 1t—t2)

inget annat dn 6vre halvan (dar y = 0) av enhetscirkeln.

Vad menas egentligen med att en kurva ar “endimensionell”? Man kan ge en rigords definition av
dimensionsbegreppet av t.ex. en mangfald eller, mer allméant, ett topologiskt rum. Men det ténker vi
inte ge oss ini har! | stallet ndjer vi oss med att konstatera féljande:
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Antag att du star pa en punkt pa enhetscirkeln (eller ndgon annan kurva). Da finns det en linjart obe-
roende riktning du kan ga langs: framat eller bakat. Dessutom, for att ange en punkt pa en kurva,
racker det med att ange ett tal (t.ex. avstandet fran en fix punkt eller parametern t i en parametrise-
ringsfunktion).

3.1.1 Fler kurvor
Vi beskriver i detta avsnitt alla plana kurvor man bor kanna till (utéver enhetscirkeln).

3.1.1.1 Ellipser
Sedan tidigare matematikstudier vet lasaren att en cirkel med medelpunkt (x,, yo) och radie r > 0
har ekvationen

(x = x0)* + (y —y0)* =12

Detta ar uppenbart: vansterledet i ekvationen ar ju inget annat &n kvadraten pa avstandet mellan
(x,v) och (xg, yo)- Denna cirkel ar forstas r([0,27[) dar

_ (Xg+tTcost
r(t) = g(yo + r sin t)'

Mer allméant ar

2
=1

X — Xp\? Y~ Yo
=) 57
en ellips med medelpunkt i (x, ¥) och axlar parallella med koordinataxlarna och med halvaxellang-
derna a och b > 0. Denna ar r([0,2r[) dar

(xo + acos t)

r(t) =e Yo + bsint

(prova att stoppa in r(t) i ellipsens ekvation). Nedan visas ellipsen

SO

som ar bilden r([0,27[) under r(t) = (3cost,2sint).

Planetbanor ar ellipser. Till exempel ror sig jorden i en elliptisk bana kring solen, med solen i ena s.k.
brénnpunkten hos ellipsen.
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3.1.1.2 Rdta linjer

Innan vi fortsatter ge fler exempel pa “intressanta” plana kurvor sa paminner vi har om den rata lin-
jen (som forstas ocksa ar en plan kurva). Vi har horisontella linjer (y = c) och vertikala linjer (x = c).
Mer allmént kan varje linje som inte ar vertikal skrivas pa formen y = kx + m. En helt allman linje
har ekvationen ax + by = d och en normalvektor ar (a, b). Linjer kan trivialt parametriseras. T.ex. ar
linjen y = kx + m lika med r(R) dar r(t) = (t, kt + m).

3.1.1.3 Hpyperbler
Enhetscirkeln &r x2 + y2 = 1, men vad 4r d& x2 — y2 = 1? Den hir kurvan kallas fér en hyperbel.

Langt fran origo ar ettan i hogerledet férsumbar, sa vi har x2 — y? = 0, sd x = +y. Linjernay = +x
ar asymptoter till kurvan, som for 6vrigt ar den bana som en komet fardas langs nar den slungas runt
solen.
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Den hégra delen av hyperbeln x? — y2? = 1 &r bilden r(R) dér r(t) = (cosht,sinht); den vanstra
delen drr(R) darr(t) = (—cosht,sinht). (Prova att stoppa in r(t) i ekvationen, och anvand hy-
perboliska ettan.)’

e n\2 —un2
Den mer allminna hyperbeln (%) — (yTyo) = 1 har forstas hogra delen r(R) dar

r(t) = g(xo + a cosh t).

Yo + bsinht
Ovning

1. *Vad har konstanterna a och b fér geometrisk betydelse? Vad ar asymptoterna till den mer
allmanna hyperbeln?

3.1.1.4 Hyperbler, igen! (*)

Kurvanxy =1 (d.v.s.y = %) har féljande utseende:

Lasaren kan 6vertyga sig om att detta ar en standardhyperbel vriden 45° moturs.
Ovning

1. *Visaattxy = 1 ar en standardhyperbel fast vriden genom att inféra den nya basen
. 1 1
£= (f1 fz) dar fl :\/_5(1,1) och fz :E(—l,l).

2 Om lasaren inte ir bekant med de hyperboliska funktionerna kan han med férdel konsultera
http://rejbrand.se/rejbrand/dokument/hyperboliska.pdf.
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3.1.1.5 Parabler
Sedan gymnasiet vet ldsaren att y = x2 &r en parabel. Den &r bilden r(R) dar r(t) = (¢, t2).

3.1.1.6 Spiraler och annat (*)
For skojs skull avslutar vi med nagra kurvor som inte har enkla ekvationer, men som &r enkla att pa-
rametrisera. Forst har vi den Arkimediska spiralen som &r bilden r(R*) dar r(t) = (tcost, tsint).

Nedan, till vanster, visas r(]0,87[) dar r(t) = % (tcost,tsint). Den logaritmiska spiralen ar bilden

r(R*) darr(t) = aeP’(cost,sin t); nedan, i mitten, visas r(]0,87[) fora = b = 1/10.

2

En intressantare spiral ar Eulerspiralen som &r bilden r(R) dar r(t) = (\EC ( E1:),\ES( E1:))

dar de s.k. Fresnelintegralerna C(x) = fox cost? dt och S(x) = fox sint? dt. Ovan, till héger, visas

delen r([—10,10]) d& a = 2. Den mest intressanta egenskapen hos Eulerspiralen &r att dess s.k.
krékning ar proportionell mot kurvlangden fran symmetripunkten, vilket gér att kurvan anvands for
att férbinda rakstrackor (med cirklar eller andra rakstrackor) i jarnvagar.

Till sist bjuder vi pa féljande kurva, som &r bilden r([0,100]) under

. 2t—m cost
— sint in5
r(t) = (e 2 cos4t + sin ( 54 ))g (sin t)

och gar under namnet fjdrilskurvan.
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3.2 Kurvorirummet
En kurva i rummet kan forstas inte ges av en ekvation, eftersom en ekvation i rummets koordinater
ger en yta. Daremot kan en kurva i rummet parametriseras av en funktion R - R3.

Den enklaste kurvan i rummet ar den rita linjen som gér genom punkten r, € R3 och har riktnings-
vektorn v € R3. Denna ar bilden r(R) under parametriseringsfunktionen r: R — R3 definierad av

r(t) =ry + tv.

Sedan ar det forstas sa att varje plan kurva kan “baddas in” i nagot plan i rummet. Till exempel &r
enhetscirkeln i planet z = 5 bilden r([0,27]) darr(t) = (cost,sint,5).

Nagot mer intressanta kurvor ar den cirkulara helixen r(R) och den koniska helixen p(R) dar

cost tcost
r(t) = g<sin t>, p(t) = g(t sin t).
t t
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Som sista exempel ger vi ”sinuskronan” r([0,27[) dar

5cost
r(t) :g<551nt).

sin 16t

Ovningar

1. *Konstanterna 5 och 16 ar i princip godtyckliga och har valts for att ge en kurva med este-
tiskt tilltalande proportioner. Forklara vad konstanterna har for visuell effekt! Det ar "viktigt”
att 16 ar ett heltal. Férklara varfor! Vad hander om konstanten byts ut mot k 4 0.5 for nagot
heltal k?

2. *Anvand din favoritmjukvara (t.ex. www.algosim.se) for att experimentera med kurvor i

rummet.

3.3 Mer om kurvor

Lat y = r(I) vara en parametriserad kurva, dir I c R. Bilden av funktionen r:1 — R3 kan tolkas som
positionen for en partikel som flyttar sig i rummet. Till exempel kan vi tolka r(t) som en flugas posit-
ionvid tident € I.

Vilj nu ndgon fix tidpunkt t € I och |at At vara en litet tal. Flugan &r vid r(t) vid tiden t och vid
r(t + At) vid tiden t + At, se bild.

r(t + At) —r(t)

r(t)
r(t + At)
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Forflyttningen mellan dessa tidpunkter ar r(t + At) — r(t) sa medelhastigheten hos flugan i interval-
let [t, t + At] &r tydligen
r(t + At) —r(t)
At ’

Det ar naturligt att definiera flugans (momentan)hastighet vid tiden t som

r(t + At) —r(t)
At '

Vo=

| allmanhet definieras derivatan av en funktion R — R™ som detta gransvirde. Detta &r inte en "van-
lig” derivata som ldsaren ar bekant med sedan envariabelanalysen (da vi definierar derivatan av en
funktion av typen R — R), men till formen ar hogerledet detsamma.

| praktiken anvander man inte definitionen av den vektorvarda derivatan vid berdkningar. | stallet
deriverar man komponentvis. Det ar namligen sa, att om r(t) = (x(t),y(t),z(t)) i tre variabeler

(sag),saarr'(t) = (x’(t),y’(t),z’(t)).

Exempel. En elektrons lage vid tiden t &r (t, 2¢t, sint). Da ar partikelns hastighet vid tiden t lika med
(1,2, cost). [Det kan ocksa rora sig om ett flygplan som av okédnd anledning oscillerar i hojdled.]

20/163


http://www.rejbrand.se/

ANDREAS REJBRAND 2014-06-05 Matematik
http://www.rejbrand.se

3.4 Ytorirummet

En yta i rummet ges ofta av en ekvation. Man siger t.ex. att x? + y? + z2 = 1 ”4r” enhetssfiren.
Vad man egentligen menar da ar att enhetssfiren S? dr mangden av punkter (x,y, z) i rummet vilka
uppfyller ekvationen, d.v.s.

52:{(x;y,Z)ER3: x2+y2+22:1}.

Enhetssfaren kan ocks3 parametriseras, t.ex. med funktionen r: R? - R3 definierad av

sin 6 cos ¢
r(6,p)=e (sin @ sin (p).
cos @
Det betyder att enhetssfaren ar viardemdngden till funktionen r, d.v.s. mangden av punkter somr
ger ifran sig nar 6 och @ varierar. Vi har alltsd S = V.. Faktiskt &r enhetssfaren bilden av rektangeln
[0, 7] x [0,27[ i Be-planet, s& S? = r([0, 7] x [0,27[).

Ovre halvan (z = 0) av enhetssfiren ar ocksa bilden r(ﬁ) av den plana enhetsdisken D := {(x,y) €
R2:  x% + y? < 1} under parametriseringsfunktionen

X

r(x,y) =e Y
1—x2—y?

En yta ar tvddimensionell. Detta syns bland annat genom att man i varje punkt pa en yta har tvg lin-
jart oberoende riktningar att ga langs: héger/vanster och uppat/nedat, sag. Det syns ocksa pa att det
kravs tva tal for att ange en position pa en yta (t.ex. latitud och longitud pa jordytan, eller paramet-
rarna 6 och ¢ i parametriseringsfunktionen ovan).

3.4.1 Flerytor
Vi beskriver har de enkla ytor man maste kdnna till.

3.4.1.1 Ellipsoider
Vi har betraktat enhetssfaren. Mer allmant ar

) +G) +(©) =1
en ellipsoid kring origo med axelparallella axlar och halvaxelldngderna a, b respektive c i x-, y- och z-

led. Denna &r bilden r([0, ] X [0,27[) under
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asin @ cos @
r(0,p) = g(b sin@ sinq)).
ccosb@

Annu mer allmént har vi samma ellipsoid fast centrerad kring (x,, Vo, Zo) som uppfyller

(7 + B2 + (52 =

och uppenbarligen ar bilden r([0, 7] x [0,27]) under

Xo + asinf cos (p)

r(0,p) = g(yo + bsinfsing
Zy + ccosf

Ovning

1. Ange ekvation och parametrisering for en sfar av radie r kring
a. origo
b. punkten (xg, Yo, Zo)-

3.4.1.2 Plan

Innan vi ger fler exempel pa “intressanta” ytor paminner vi lasaren om hans gamla kunskaper i linjar
algebra. Ett allmant plan i rummet har ekvationen ax + by + cz = d. En normalvektor till planet ar
(a, b, c) och planet innehaller origo omm d = 0.

Ett plan som inte ar vertikalt (d.v.s. som inte ar parallellt med z-axeln) har ¢ # 0 och dess ekvation
. d b . . . d
kan skrivas z = - %x -2y och ar uppenbarligen bilden r(R?) under r(x,y) = (x, Yoo = %x —
b . e . . .
Zy). (Om ¢ = 0 kan man forstas parametrisera planet genom att |6sa ut en annan av koordinaterna.)

Planet IT som g&r igenom punkten p € R3 och spédnns upp av vektorerna u € R3 och v € R3 &r bil-
den r(R?) under r(s,t) = p + su + tv.

Speciellt, om p = 0, sa ar planet inget annat an det linjéira héljet av vektorerna u och v (och planet &r
ett linjart underrum till R3): 1 = [u, v].
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3.4.1.3 Paraboloider
Ytan z = x% + y? &r en paraboloid.

Det ar faktiskt mycket latt att inse hur andragradsytor som den har ser ut, genom att studera plana
snitt av ytan. Detta dr mycket viktigt! Forst inser vi att om (x, y, z) tillh6r ytan, sa maste z = 0. Och
den enda punkten i planet z = 0 som tillhor ytan ar origo. Nu, till det intressanta: om vi snittar ytan
med det horisontella planet z = ¢ fér ndgot ¢ > 0 s& far vi den plana kurvan x2 + y2 = ¢ som &r en
cirkel. Varje horisontellt snitt av ytan dr alltsa en cirkel. Fragan ar hur denna cirkels radie varierar
med z.

Om vi sdtter y = 0, d.v.s. om vi tittar pa snittet med xz-planet, sa far vi den plana kurvan z = x? som

ar en parabel. (Samma resultat far vi sa klart om vi satter x = 0.) Paraboloiden erhalles salunda om
man roterar denna parabel kring z-axeln. Detta forklarar ocksa ytans namn: roterar man en parabel
kring z-axeln far man en paraboloid.

Nedan visas den del av paraboliden som ligger under planet z = 1.

En paraboloid ser ut som en skal, fast det ar en ”jobbig” sorts skal, eftersom den férmodligen ar val-
digt vinglig om man férsdker placera den pa en plan yta, som ett bords ovansida.

Paraboloiden &r bilden r(R x [0,27[) under
U Cos v
r(u,v) =e <u sin v>.
u?
Ovning

1. Stoppainr(u,v) i paraboloidens ekvation for att visa att r(R X [0,27[) < paraboloiden.
Forklara sedan varfor likhet rader.
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Ett alternativt satt att parametrisera paraboliden ar att anvanda x och y som parametrar. Det ar ju
klart att paraboloiden &r bilden p(R?) dar

X
p(x,y) = E( y >
x% +y?

En stor férdel med den férsta parametriseringen (d.v.s. r) ar att den ar battre anpassad till paraboli-
dens cirkulara symmetri. u ar ju z-koordinaten medan v ar "vinkeln” runt z-axeln; dessa ar valdigt
naturliga parametrar pa ytan.

Om man t.ex. ar intresserad av den del av paraboloiden som ligger under planet z = 1, som i bilden
ovan, sd ar ju denna bilden r([0,1[ X [0,27]) av en rektangel [0,1[ X [0,27[ i det s.k. parameterpla-
net. A andra sidan &r den bilden p(D) av en disk D = {(x,y) € R%:x% + y? < 1}. Se bilden p& nésta

uppslag.

Den "vanliga” paraboliden kallas ocksa for en cirkulér paraboloid eftersom snitten z = ¢ # 0 ger
cirklar. Lite mer allman ar alltsa den elliptiska paraboloiden

2 2

OEORS

Det finns ocksa en helt annan sorts paraboloid, men den aterkommer vi till senare.
Ovning

1. Parametrisera den allmanna elliptiska paraboloiden (pa ”bada satten”).
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3.4.1.4 Koner

Ytan x2 + y? = z2 &r en kon. Aterigen ser vi att en skirning z = ¢ # 0 ger en cirkel x? + y? = ¢?
medan vi i t.ex. xz-planet y = 0 erhaller x? = z2 vilket &r ekvivalent med z = +x som &r tva rita
linjer. Nedan visas delmangden dar z € [—1,1].

Konen &r bilden r(R x [0,27]) dar

ucosv
r(u,v)=e <u sin v).

u

Man kan forstas ocksa parametrisera den med x och y som parametrar, &ven om man da far ta éver-
delen (z = 0) och underdelen (z < 0) var for sig.

3.4.1.5 Cylindrar

OmT c R? &r en plan kurva sé kallas T’ X R c R3 for en (rét) cylinder; studenter som tagit den kar-
tesiska produkten till hjdrtat har nu redan insett att I' X R ar den yta som erhalles nar kurvan T'i xy-
planet "dras ut” langs hela z-axeln. Om I' ar en ellips (cirkel) far vi en elliptisk (cirkular) cylinder, om I
ar en parabel far vi en parabolisk cylinder, om I" &r en hyperbel far vi en hyperbolisk cylinder.

Den kanske mest valbekanta cylindern ar den cirkulara. Varianten med radien r > 0 har ekvationen

Varje snitt z = ¢ ger x2 + y? = r2 som &r en cirkel med radie r, som tydligen inte beror pa z. (Och
visst, t.ex. y = 0 ger ju x = 7. Alternativt kan man 6vertyga sig om att (x, y, z;) uppfyller ekvation-
en omm (x,y, z,) gor det. Vi far alltsa samma kurva vid varje z-snitt.)

Cylindern &r bilden r(R x [0,27[) dar

7 COS @
r(z,p) = g(r sin (p).

V4

Andra typer av cylindrar &r paraboliska cylindrar (t.ex. z = x?) och hyperboliska cylindrar (t.ex.
x2—y2=1).
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3.4.1.6 Hyperboloider
Kurvan x? + y2 — z2 = 1 kallas fér en enmantlad hyperboloid. Ett snitt z = ¢ ger cirkeln x? + y? =

2:

1 + c? s& det rér sig om en rotationsyta. | xz-planet y = 0 har vix? — z 1 som ar en hyperbel,

darav namnet.

Ytan x? + y? — z2 = —1 kallas fér en tvdmantlad hyperboloid. Fér fixt z = ¢ har vi kurvan

x% +y? = ¢? — 1 som &r tomma miangden om |c| < 1; sedan erhéllet cirklar av 6kande radie. Ytan
bestar darfor av tva disjunkta delar, ddrav bendmningen tvdmantlad. For t.ex. y = 0 erhalles

x? — z2 = —1 som é&r ekvivalent med z% — x% = 1 som &r en hyperbel, vilket forklarar dterstoden av
ytans namn. Nedan visas dessa tva vackra varelser.

Ovningar

1. *Parametrisera hela den enmantlade hyperboloiden pa tvd satt. [Ledning: Sla upp ytan pa
www.trecs.se.]
2. *Parametrisera 6vre delen av den tvamantlade hyperboloiden pa tva satt.
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3.4.1.7 Hpyperbolisk paraboloid
En oerhort fascinerande yta ar den hyperboliska paraboloiden, i vilken man hittar bade hyperbler och

parabler, som namnet utlovar. Den hyperboliska paraboloiden &r ytan med ekvationen z = x? — y?;

jamfor med den vanliga (elliptiska) paraboloidens ekvation.

2 2

— y2 = c som &r hyperbler. A andra sidan ger y = 0 parabeln z = x

medan x = 0 ger den spegelvinda parabeln z = —y?2.

Snitt med plan z = c ger x

Notera de ndmnda plana snitten (hyperbel, parabel, parabel):

Notera att den hyperboliska paraboloiden ar formad som en sadel.

Ovning

1. *Vadarz = xy for yta?
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3.4.2 Mer om ytor

L3t £ = r(D) vara en parametriserad yta, dir D c R? &r parameteromradet. Har ar r en funktion av
typen R? — R3 s3 vi kan skriva r(u, v) = (x(u, v),y(u,v), z(u, v)) dar (u, v) ar koordinater i para-
meteromradet. Om vi haller v fix far vi en funktion u (x(u, v),y(u,v), z(u, v)), d.v.s. en funktion
av typen R — R3. Detta &r alltsa parametriseringsfunktionen fér en kurva i rummet. Varje fix u ger
alltsa en kurva, sa vi har en familj av kurvor.

Pa liknande satt, om vi haller u fix far vi en funktion v — (x(u, v),y(u,v), z(u, v)) som ar en annan
parametriseringsfunktion fér en rymdkurva. Varje val av v ger en kurva, sa vi har aterigen en familj av
kurvor.

Vi har darmed tva familjer av kurvor. Dessa kurvor kallas for parametriseringsfunktionens parame-
terkurvor.

For att rita en yta i rummet kan man rita nagra av dess parameterkurvor. Ofta véiljer man da ett rut-
ndt N c D i parameteromradet, och ritar sedan bilden r(N). Faktiskt har vi gjort sa i varje bild i hela
dokumentet!

Lat oss ta enhetssfaren som exempel. Enhetssaren ar bilden r(D) av parameteromradet D :=
[0, ] X [0,27[ under parametriseringsfunktionen

sin 6 cos ¢
r(0,p) = g(sin@ sin (p).
cos 6

Nedan visas ett rutndt N © D av parameteromradet samt bilden r(N) av rutnatet.

3

Ovningar

1. Gatillbaka och titta pa alla bilder pa ytor i rummet. Notera att alla bestar av tva familjer av
kurvor. | de fall en parametriseringsfunktion for ytan anges, notera ocksa att det ar just pa-
rameterkurvorna som syns.
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2. Parameterkurvorna ar inte en egenskap hos en yta, utan hos en parametriseringsfunktion.
(Och en yta kan ju parametriseras pa manga olika satt.) ”Bevisa” detta genom att titta pa pa-
rameterkurvorna for de tva olika parametriseringsfunktionerna fér samma yta (en parabo-
loid) i avsnitt 3.4.1.3.

Det ar mycket enkelt att bestamma ett tangentplan till en parametriserad yta. Om parametriserings-
funktionen ar r och koordinaterna i parameterplanet ar (u, v) sa ar ju ry,(u, v) och r;,(u, v) parame-
terkurvornas hastighetsvektorer i punkten r(u, v). Dessa ar (i normalfallet) tva linjart oberoende

vektorer som bada ar parallella med ytan. Darfor spanner de upp tangentplanet, som parametriseras

(x,v,2) =r(u,v) + sr,(u, v) + tr,(u, v).

Kryssprodukten r),(u, v) X ry,(u, v) ger en normalvektor till ytan, och kan darfér anvandas for att
erhalla tangentplanets ekvation. (Om en normalvektor t.ex. ar (1,4,2) sa ar tangentplanets ekvation
x + 4y + 2z = d fér nagot tal d som bestams av det uppenbara villkoret att tangeringspunkten till-
hor tangentplanet.)

Nedan visas tangentplanet i en punkt pa en sfar (dar parameterkurvorna ges av den vanliga paramet-

riseringsfunktionen).
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3.5 Skirningskurvor

Om vi &r i planet och har en ekvation, t.ex. x? + 3y3 = 3, sa far vi en kurva. Om vi ar i rummet och
har en ekvation sa far vi i stallet en yta. Det ar alltsd normalt sett inte mojligt att ange en kurva i
rummet med en ekvation (for du far ju da en yta, inte en kurval). Hittills har vi darfér bara parametri-
serat kurvor i rummet.

Daremot finns det ett naturligt satt att ange en del rymdkurvor med tvd (icke-ekvivalenta) ekvation-
er; kurvan ar i sadana fall skérningskurvan mellan de tva ytor som ekvationerna beskriver.

Exempel. Enhetscirkeln y i planet z = 5 &r som bekant bilden r([0,27[) dar r(t) = (cost,sint,5).
Men y ar ocksa snittet mellan cylindern C = {(x,v,z) € R3: x2 + y? = 1} och planet I1 =
{(x,y,2z) € R3:z = 5}, d.vs.

y=r(02r))=Cnl={(x,y,2) ER%: x?+y2=1Az=5}

Ovningar

1. *Utsagorna "en ekvation i planets koordinater ger en kurva” och "en ekvation i rummets ko-
ordinater ger en yta” ar sanningar med viss modifikation. Betrakta t.ex. féljande mangder. Ar
det naturligt att kalla dem for “kurvor”?

a. {(x,y) ER%x?+y? =0}

b. {(x,y) € R?:sinx = 2}

c. {(x,y)€R%(x—y)?+2xy=1x%+y?}

d. {(x, y) € [RZ:)(Q(x))(Q(y) = 1} dar xqo(t) = {1 om¢ € Q dr den sa kallade karak-
0 omtg@

tdristiska funktionen for delmangden Q av R.
2. *Utsagan “det ar inte mojligt att ange en kurva i rummet med en ekvation” ar en sanning
med modifikation. L&t ndmligen y c R3 vara din favoritkurva i rummet och infér dess karak-
1 om(x,y,z)eEy
0 om(x,y,z)¢&vy.
R?: x, (x,y,2) = 1}. Tank pa det.

tériska funktion x, (x,y,z) = { D3 &r det trivialt sa atty = {(x, V,Z) €
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4 Omraden i planet och rummet

Vi bérjade var genomgang med att diskutera allmdnna egenskaper hos mangder i R™ (med “mangder
i R™ menar vi forstas "delmangder av R™”). Sedan specialiserade vi oss pa tre speciella typer av
delmangder, namligen kurvor i planet, kurvor i rummet och ytor i rummet. Notera att dessa del-
mangder samtliga ar av lagre dimension dn det omgivande rummet. Till exempel ar en kurva i planet
en endimensionell “sak” i det tvaddimensionella rummet, medan en "yta” i rummet ar en tvadimens-
ionell sak i det tredimensionella rummet.

| det har avsnittet specialiserar vi oss i stallet pa delméangder av samma dimension som rummet,
d.v.s. tvadimensionella omraden i planet och tredimensionella omraden i rummet. Typexemplen ar
diskar och (fyllda) rektanglar respektive klot och (fyllda) ratblock. Mer intressanta omraden kan t.ex.
beskrivas med hjalp av kurvor (i planet) och ytor (i rummet). Man kan namligen beskriva en mangd
genom att sdga att man skall vara pa ena sidan om en sadan kurva eller yta.

4.1 Plana omraden

Exempel
Ritamangden D := {(x,y) E R?>: 1<x?+y?<2, y>0}ochangedessrandadD.

Lésning: Vi skall tydligen vara utanfér cirkeln x2 + y? = 1 men innanfér cirkeln x? + y? = 2; dessa
cirklar har radierna 1 respektive V2. Dessutom skall vi vara i det évre halvplanet y > 0. Vi har alltsa
foljande omrade:

Randen dD bestar av fyra bitar. Forst har vi de 6vre och undre cirkuldra granserna:
C;={(x,y) ER%: x%2+y2=2, y>0} respektive
C;={(xy) €ER* x*+y*=1, y>0}

Sedan har vi det vanstra och det hogra linjestycket:
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Ly = [—\/E,—l] x {0} respektive L, = [1, \/E] x {0}.

Omradets rand ar da

aD:C1UC2UL1UL2.

Anmdrkning: Lésningen i exemplet gor nagra godtyckliga val. Till exempel tillhér "hérnpunkterna”
(i\/?, 0) och (+1,0) L; U L, men inte C; U C,. Genom att byta ut”y > 0” mot”y = 0” och ”[-,-]”
mot ”]-,-[” far vi det motsatta forhallandet. Man kan ocksa lata dessa fyra punkter tillhdra de bada
tankbara mangderna i varje fall. | vilket fall som helst blir ju unionen C; U C, U L; U L, densamma.
Daremot gar det inte att exkludera punkterna i bada méangderna; da saknas ju dessa i unionen. Man
kan forstas ocksa skrivadD = C; U C, U L dar L = ([—\/E —1] u [1, \/E]) x {0} eller L =

([-2,2] \ ]-1,1]) x {0}. Alternativt kan helt skippa namngivningen av de olika "delarna” av randen
och skriva direkt

D ={(x,y) eR*: (x2+y*=1Ay>0)V(x*+y*=2Ay>0)V
V(-V2<x<-1Ay=0)v(1<x<VZAy=0)}

(Matematik ar som bekant en konstform, och det ar upp till forfattaren att valja sina formuleringar sa
att konstverket blir sa tydligt och vackert som majligt.)

Notera att medan omradet ar tvadimensionellt, sa dr dess rand en kurva, d.v.s. en endimensionell
”sak”. Denna minskning i dimension ar i praktiken det normala.

Ovningar

1. Ritafoljande plana omraden:

[0, 7] x [0,27]

{(x,y) ER*: x*<y<1}

{(x,y}eR%: x2+y2<1, y=|x|}
{(y)eR: 1<x?+y?’<4, 0<x<y}
{(xy) ER: 1<x?-y?<2, 1<xy<2}
{(x,y) ER%: 0<x+2y<3, 0<x-—y<1}

S0 o0 oo
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g. {(x,y)E]RZ: |x|s§, yScosx}.

2. Ange randen till varje omrade i uppgift 1.

4.2 Omraden i rummet

Exempel

Rita méngden D := {(x, y,z) ER3:  Jx2+y2<z<,1-—x2- yz} och ange dess rand dD.

Lésning: EftersomV — = [0, oo &r det klart att z > 0 &verallt i D. Férsta olikheten ger x2 + y? <
z% som (om vi tanker oss likhet mellan leden) dr en dubbelkon, men med tanke p& att z > 0 far vi

2n

bara 6vre delen. Riktningen pa olikheten visar att vi skall vara “innanfor eller pa” konen. Andra olik-

heten medfér x2 + y?2 + z? < 1 sa vi skall vara innanfér eller pé enhetssfaren.

Randen delas naturligt in i tvé delar. Dels har vi den delen av konen x? + y? = z2 som ligger mellan
z = 0 och z = zg, dels har vi den del av enhetssfaren x? + y? + z% = 1 som ligger éver z = z; har
ar z; den hojd pa vilken konen och sfaren skar varandra.

Snittet mellan konen och sfaren ar uppenbarligen en cirkel pa hojden z,. For att bestdmma denna
hojd underséker vi snittet. Om (x, y, z) tillhér bade konen och sfiren s3 ar x2 + y2 = z2 och

x% +y? + z% = 1 vilket medfér att x% + y? = 1 — x? — y? som &r ekvivalent med x% + y% = 1/2.
Snittet ar alltsa en cirkel med radie 1/+/2 pa hojden z = \/x2 + y2 = 1//2.

Randen ar saledes dD = C U S dar konbiten
1
C= {(x,y,z) ER3: x2+y?2=2z% 0 SZS—}
och sfarbiten

1
S = {(x,y,z) ER3: x2+y?2+2z% z2> —}
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Anmdrkning: Sfaren huggs alltsa av lings en cirkel pa héjden z = 1/+/2, och konen huggs ocksa av
langs samma kurva. Denna kurva dr som namnt cirkeln

y={(x,y,z)E]R3: x2+y2=%, z=%}=q([0,2n[)

. 1 1 . 1
darq(t) = (ﬁCOSt'_zsmt'ﬁ)'

Aven om det ar frestande att kalla denna kurva for “randen” till sfarbiten S och konbiten C, sa &r det
forstas inte sant enligt var definition av rand. [Varje punkt pa en yta i rummet ar ju en randpunkt till
ytan!] Om man daremot parametriserar endera ytan sa kommer cirkeln vara bilden av en nyckeldel
av randen till parameteromradet i parameterplanet. Till exempel ar ju sfarbiten

S = r([O,%] x [0,2n[)

dar r: R? - R3 ar den vanliga parametriseringsfunktionen for en sfar. Parameteromradet &r rek-
tangeln [0, ﬂ X [0,27[ i B¢-planet och detta omrade har en rand som bestar av fyra rata linjer. Tva

av dessa, namligen de med ¢ = 0 och ¢ = 2m, ar i praktiken ofta ganska ointressanta eftersom de
inte ger upphov till en "kant” pa ytan (i princip kan vi ju lata ¢ minska under 0 eller 6ka 6ver 2w — da
gar vi ett nytt varv runt ytan). Daremot &r bilden av linjen med 68 = /4 precis lika med kurvan y.

Ovningar

1. Ritafoéljande omraden i rummet:

[0,1] x [0, ] x [0,27[
b. {(x,y,2) ER3 x?2—4x+y2—-2y+2z2<0, x=2}
c. {(x,y,2)€R3: 2x?2+y?2<z<1}
d. {(x,y,2) ER3: 1<x?+y?+2z%2<4}

2. Ange randen till varje omrade i uppgift 1.

L
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5 Skalarfalt

Ett skaldrfdlt ar en funktion som till varje punkt i rummet eller planet (eller, mer allmént: R™) ordnar
ett tal. Det ar alltsa en funktion av typen R™ — R. Ett typexempel pa ett skaldrfalt ar temperaturen i
rummet eller planet. Till exempel kanske temperaturen i punkten (x,y, z) ar lika med T (x,y,z) =
2x% + yz. Andra exempel pa skalarfilt 4r hojd 6ver havet, densitet, laddningstathet och en skalar-
potential (t.ex. elektrisk potential eller gravitationspotential).

| envariabelanalysen, dar vi studerar delmangder av R och funktioner av typen R — R, brukar vi
visualisera funktioner genom att rita deras grafer. Grafen till en funktion f: D - R (Df < R) &r som
bekant punktméangden {(x, y)ER? «x€ Df Ny = f(x)}, d.v.s. kurvan med ekvation y = f(x). Vi
stéller oss i det har avsnittet fragan hur man kan visualisera skalarfalt i hogre dimension.

Det finns tre sarskilt anvandbara satt pa vilka man kan visualisera skalarfalt. Alla tre fungerar ypper-
ligt i planet, d.v.s. for skalarfalt av typen R? — R; de fungerar emellertid mindre bra i hogre dimens-

ioner.

S3, vi vill visualisera F: R? — R. Ett satt ar att rita en val vald familj av nivékurvor, d.v.s. kurvor
F(x,y) = C for vél valda varden pa konstanten C. (Om F &r temperaturfiltet ar dessa kurvor isoter-
mer.) Ett annat satt ar att rita ett “fargat plan”, d.v.s. vi fargar pixeln (x, y) i planet enligt den farg
som hor till funktionsvardet F (x, y) (kanske ar bla pixel 0°C och réd pixel 100°C). Ett tredje satt ar
att betrakta grafen z = F(x, y), som &r en yta i rummet. Den senare visualiseringsmetoden ar forstas
synnerligen lamplig om F(x, y) ar hojden 6ver havet i punkten (x, y) — da far vi bokstavligt talat
”landskapet”.

Som ett mycket enkelt exempel betraktar vi skalarfiltet F (x,y) = x2 + y2. Nedan visas

= till vianster: nivakurvornamed C = 1,2, 3, ..., 10; samtliga dessa ar koncentriska cirklar kring
origo. Notera att nivakurvornas tathet ar ett matt pa hur snabbt funktionsvardet dndras.

= i mitten: ett fargat plan dar funktionsvardet 0 svarar mot bla farg och funktionsvardet 10
svarar mot rod farg. Daremellan dandras R- och B-komponenten i fargen ratlinjigt med funkt-
ionsvardet.

» till héger: grafen z = F(x, y) som tydligen &r en (cirkular) paraboloid.

4

Nedan visas ett nagot mer intressant exempel pa dels ett “fargat plan”, dels en graf till samma skalar-
falt. | det har fallet kan skalarfaltet tankas beskriva det vertikala utslaget hos en vattenyta efter att
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tva cirkuldra vagor skapats en liten bit ifran varandra (sa vi far ett interferensménster). (For att gora

det hela @nnu coolare ar grafen ocksa fargad.) Hur ser nivakurvorna ut i det har fallet?

Om vi i stillet har ett skalarfalt i rummet, d.v.s. en funktion F: R3 = R, hur kan den visualiseras?
Nagot som fungerar &r att rita nivdytor till funktionen, d.v.s. ytor F(x,y,z) = C. Metoden med fargat
plan ar emellertid svar att 6verséatta till en metod med ett "fargat rum”, eftersom de fargade ”pixlar-
na” skulle skymma varandra. Vidare, dven om man rent tekniskt kan betrakta grafen {(x,y,z,w) €
R*: (x,y,z) € Dp Aw = F(x,y,z)}, som i typfallet &r en (tredimensionell) hyperyta i (det fyrdimens-
ionella rummet) R*, s saknar manniskor férmagan att forestalla sig sddana geometriska objekt men-
talt.

Ovning

1. Ar enhetscirkeln grafen till ndgon funktion R — R? Ar enhetssfiren grafen till ndgon funkt-
ion R? > R?

5.1 Kurvor och ytor som nivaimangder

Vi har sett att ett skalarfalt i planet eller i rummet ger upphov till en familj av kurvor respektive ytor,
de sa kallade nivakurvorna respektive nivaytorna. (I allmanhet, for en funktion R™ — IR, sa talar man
om nivamdngder.)

Man kan ocksa ga at andra hallet. Givet en kurva i planet eller en yta i rummet, kan man ofta hitta ett
skalarfalt (i planet eller rummet) sadant att kurvan/ytan dr en nivamangd till skaldrfaltet. Denna pro-
cedur dr mycket viktig. Detta ar alltid majligt ifall ytan eller kurvan &r given av en ekvation: da flyttar
man bara 6ver hogerledet (atminstone alla icke-konstanta termer) till vanstra sidan (eller tvdartom),
sa att en konstant (som t.ex. noll) ar allt som aterstar i hogerledet. Vansterledet &r da ett uttryck i
planets/rummets koordinater, och ger alltsa naturligt upphov till ett skalarfalt. Hitta da bara pa ett

namn at skalarfaltet, t.ex. F eller nagon féljande bokstav, dven om & i princip ocksa fungerar.

Exempel. Parabeln y = x?2 4r nivdkurvan F(x,y) = 0 till skalarfaltet F: R? - R definierat av
F(x,y) =y —x2.
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Exempel. Paraboloiden z = x2 + y? &r nivaytan G(x,y, z) = 0 till skaldrfiltet G: R3 > R definierat
avG(x,y,z) =x*+y?—z

Exempel: Sfiren x2 + y? + z2 = 9 4r nivdytan H(x, y,z) = 9 till skalarfaltet H: R® — R definierat av
H(x,y,z) = x*> + y? + z2.

5.2 Partiella derivator

Om F: R™ - R &r ett skaldrfalt sa ar det alltsa en funktion som tar in n variabler och ger ifran sig ett
tal. Man kan forstas betrakta alla forutom en (den k:te, sdg) av dessa variabler som konstanter; da
aterstar ett uttryck i en variabel (den k:te). Detta uttryck ger alltsd en funktion R — R och om denna
ar deriverbar s kan man derivera den. Det erhallna uttrycket (nar man aterigen betraktar alla n vari-
abler som just variabler) kallas for den k:te partiella derivatan av F.

. . . . . oF
Om man deriverar med avseende pa variabeln x sa betecknas den partiella derivatan Fy, P eller 0,.F.

Exempel. Lat F(x, y,z) = x%y 4+ ze*. Da ar F;(x,y,z) = 2xy + ze*, F;(x,y,z) = x* och
E/(x,y,z) = e*.

Notera speciellt att om F &r ett skalarfalt av typen R® — R och den partiella derivatan F; existerar,
s3 ar F/ ocksa ett skalarfilt av typen R3 - R. E/ &r alltsa precis samma sorts objekt som F. (Samma
sak galler samtliga partiella derivator.)

Vad g6r man egentligen nar man deriverar partiellt? Sag att vi har uttrycket F(x, y, z) — det kan t.ex.
vara temperaturen i punkten (x,y, z) i rummet. Vi berdknar nu F/(x, v, z); da later vi y och z vara
fixa tal. Den erhallna funktionen x — F(x,y, z) ar da temperaturen vid koordinaten x pa linjen med
y och z som y- och z-koordinat. Darfor ar F; (x, y, z) ett matt pa hur snabbt temperaturen dndras
(enhet: grader per meter) vid koordinaten x pa denna linje.

Alltsa: F/(x,y, z) ar ett matt pa hur mycket temperaturen 6kar per meter nar man star i punkten
(x,y,2) och gérix-led. F;(x,y, z) &r ett matt pa hur mycket temperaturen 6kar per meter nar man
star i punkten (x,y, z) och gar i y-led. Och E/ (x, y, z) ar ett matt pa hur mycket temperaturen dkar
per meter ndr man star i punkten (x, y, z) och gar i z-led.

Om vi i stéllet ar i planet blir det annu lattare att formulera detta: Om F(x, y) ar temperaturen i
punkten (x, y) sa ar F; (x, y) sa mycket temperaturen 6kar (i enheten grader/meter) nar man star i
punkten (x,y) och gér &t héger; F; (x, y) &r sa mycket temperaturen okar (i enheten grader/meter)
nar man star i punkten (x, y) och gar uppadt.

Lagg marke till att de partiella derivatorna uppenbarligen ocksa ar skalarfélt, d.v.s. beror pa rum-
mets/planets koordinater. Om vi t.ex. har en kamin i origo i planet sa bor F;/(x, y) vara negativ da
x > 0, och beloppet |F/(x, y)| bor vara stort nira origo och bér avta nar vi gar ifran origo.

Om F: R™ = R och standardbasen i R™ ar ey, ..., €, sa har vi i formler

F(x+ he) — F
B0 = i FE T O) )

Se till att du forstar denna formel.
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5.3 Riktningsderivata
Lt F: R? - R vara ett skalarfalt. D3 ar F/(x,y) s& mycket funktionsvardet (initialt) dkar per langd-
enhet om man star i punkten (x,y) och gar rakt &t hoger, medan F; (x, y) &r motsvarande forand-

ringshastighet rakt uppat. Men om man gar i nagon annan riktning, da?

Vi kommer nu till begreppet riktningsderivata. Lat F: R™ — R vara ett allméant skalarfilt och lat
p € R" vara en punkt i definitionsmangden. Lat ocksa v € R" vara en enhetsvektor som anger en
riktning. D3 infor vi

F(p +hv) — F(p)
h

som riktningsderivatan av skaldrfaltet F i punkten p och i riktningen v. Det dr uppenbart av definit-
ionen att F, (p) ar ett tal, namligen sa mycket som F (initialt) 6kar per langdenhet om man star i
punkten p och gar i riktningen v.

Riktningsderivatan generaliserar de partiella derivatorna, som ar riktningsderivatorna i de riktningar
som ges av koordinataxlarna (eller, ekvivalent, basvektorerna i R™), d.v.s. F¢.(p) = F,(p). (Hér be-
tecknar, som bekant, Fg, (p) riktningsderivatan i punkten p och riktningen e; medan Fy,(p) ar den
i:te partiella derivatan utvarderad i p.)

Exempel (men se anmirkningen!)

L&t temperaturen i punkten (x, y) i planet vara T(x,y) = x2y. Om du star i punkten (1,1) och géri
riktningen som ges av vektorn (1,2), hur mycket dndras da (initialt) temperaturen per meter?

Lésning: En enhetsvektor i den givna riktningen ar v = Tlg (1,2) sa att

h 2h h \? 2h
F(1+—,1+—)—F(1,1) (1+—) (1+—)—1
KD = fig =SS g =
li <4+h+2h2> :
=1l1mmi|— —_— | = .
h-0\~/5 5vV5) 5

Svar: Temperaturen okar (initialt) med % ~ 1.8 grader per meter.

Anmdrkning: | praktiken finns det ett mycket smidigare satt att rakna ut riktningsderivator. Vi ater-
kommer till detta efter att vi introducerat den sa kallade gradienten till skalarfaltet.
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6 Vektorfalt

Innan vi fortsatter att studera skaldrfdlt, sa introducerar vi har begreppet vektorfdlt. Ett skalarfalt ar
som bekant en funktion som till varje punkt i rummet (R", t.ex. planet) ordnar ett tal; ett vektorfalt
ar analogt en funktion som till varje punkt i rummet ordnar en vektor (i rummets dimension).

Sa medan ett skalarfalt 4r en funktion R™ — R sd ar ett vektorfalt en funktion R™ - R™.

Exempel. Betrakta vektorfiltet A(x,y, z) = (x + y, x2,e*?). Vektorn i punkten (1,2,3) € R3 4r da
(3,4, e3) € R3.

Exempel. Vektorfalt ar mycket viktiga inom fysiken. Betrakta t.ex. ett flode av en fluid (gas eller
vatska). Om flodet ar “stationart” (d.v.s. tidsoberoende) sa géller att fluidens hastighetsvektor bara
beror pa positionen i rummet, d.v.s. hastigheten v &r ett vektorfalt. Hastigheten i punkten (x, y, z)

kanske ar v(x,y,z) = (2, 0,— %x), t.ex. Nedan illustreras just detta vektorfalt, dar x-axeln pekar at
hoger, y-axeln pekar rakt in mot pappret och z-axeln pekar rakt uppat.
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| bilden visas dessutom den integralkurva som bérjar i punkten (—10, —2). Detta &r den kurva som
borjar i denna punkt och vars tangentvektor (fysikaliskt: hastighetsvektor) i varje punkt ar lika med
vektorfiltets varde i den punkten. Om vi tolkar vektorfaltet som flodet av vatten ar det alltsa den
kurva som en vattenmolekyl féljer.

Inom fysiken forekommer vektorfalt ocksa som kraftfdlt, t.ex. det elektriska faltet kring en laddning,
det magnetiska faltet kring en ledare eller gravitationsfaltet kring solen. Om en partikel paverkas av
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detta kraftfalt sa ar dess acceleration alltid lika med en konstant ganger vektorfiltets varde i punk-
ten, enligt Newtons andra lag. Nedan visas gravitationsfaltet ovanfér markytan, och en boll som
studsar i detta falt. (Bollen paverkas alltsa bara av gravitationsfaltet, sa dess accelerationsvektor ar

overallt lika med vektorfaltets varde, férutom i bildens kanter, dar bollen studsar mot golv och vag-
gar.)
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7 Skalarfalt, fortsittning

Vi fortsatter nu var studie av skalarfalt.

7.1 Gradient

Till varje skalarfalt hor ett vektorfalt, den sa kallade gradienten till skalarfiltet. Om F: R™ — R &r ett
skalarfalt i R™ sa &r dess gradient, som vi betecknar VF, ett vektorfélt i R™, d.v.s. VF: R" - R"™. Hur
definieras da VF? Jo, VF (x) ar den vektor som bestar av alla F:s partiella derivator i punkten x. |
formler har vi salunda

oF oF
VE(x) = (— %), ... o (x)).

dxq

Exempel. Lit F(x,y) = x%y. Dd 4r VF(x,y) = (2xy,x?%). Nedan visas dels ett firgat plan for F, dels
vektorfaltet VF. Skalarféltets minsta varde ar —1 (blatt) i nedre vanstra och hégra hérnen. Langs
koordinataxlarna ar vardet 0 och skalarfaltets storsta varde ar +1 (rott) i 6vre vanstra och hogra hor-
nen.
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Hm... Det verkar som om VF (x, y) alltid pekar at det “varmaste” hallet? Ar detta en slump, eller &r
det alltid sa att gradienten pekar at det hall som skalarfaltet vaxer mest? Sg dr det alltid. Dessutom ar
beloppet av vektorn lika med skalarfaltets riktningsderivata i denna optimala riktning.

Allt detta foljer av foljande sats:

Sats. Om F: R™ — R ar ett differentierbart skalarfalt sa ar £, (p) = VF(p) - v

| ord: "Riktningsderivatan av F i punkten p och i riktningen v ar lika med skaldrprodukten mellan F:s
gradient utvarderad i p och (den normerade) riktningsvektorn v.” (Satsen foljer direkt av kedjere-
geln.)

Lat oss forst gora om vart gamla exempel med var nyvunna kunskap.

Exempel

L&t temperaturen i punkten (x,y) i planet vara T(x,y) = x2y. Om du star i punkten (1,1) och gari
riktningen som ges av vektorn (1,2), hur mycket dndras da (initialt) temperaturen per meter?

Lésning: En enhetsvektor i den givna riktningen ar % (1,2) sa att

1 4
KD =VIOD v=—e (i) : g(;) ==

Svar: Temperaturen okar (initialt) med % ~ 1.8 grader per meter.

Mycket smidigare!

Fran satsen ser vi enkelt det faktum att riktningsderivatan generaliserar de partiella derivatorna, ty
omv = e; sa ar Ty(p) = VT(p) - e; = Ty,. Dessutom fdljer direkt pastdendet att gradienten i varje

punkt pekar at det hall skalarfaltet 6kar mest. Vi har ju, om a &r vinkeln mellan VT (p) och v,
Ty(p) = VT(p) - v = |VT(p)||v|cosa
som forstas r som stérst dd @ = 0, d.v.s. da v ar parallell med gradienten VT (p). Och i sadana fall &r
Ty(p) = IVT(p)lIv| = |VT (p)

eftersom v dr en enhetsvektor. Vi ser alltsa, som utlovat, att gradientens belopp ar lika med just rikt-
ningsderivatan i den optimala riktningen.

Exempel. Betrakta skalarfaltet F(x, y) = x. Det ar klart att funktionsvardet alltid 6kar som mest rakt
at hoger, och denna optimala riktningsderivata adr 1. Detta géller i varje punkt. Och mycket riktigt ar
gradienten VF (x,y) = (1,0) det konstanta vektorfaltet som alltid ger vektorn (1,0), som pekar rakt
at hoger och har langd 1. Bade skalarfaltet och dess gradient visualiseras nedan till vanster.
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Exempel. Betrakta skalarfiltet F(x,y) = x2 + y? (som vi visualiserade p3 alla tre satten fér ett par
kapitel sedan). Det ar a priori klart att F vaxer som mest rakt fran origo (ty F(x,y) ar kvadraten pa
avstandet fran origo!) och att riktningsderivatan i denna riktning 6kar med 6kat avstand fran origo.
Och mycket riktigt ar gradienten VF (x,y) = (2x, 2y) parallell med ortsvektorn (x, y) samt har ett
belopp som 6kar med 6kat avstand fran origo. Ovan, till hoger, visas fargat plan och gradienten. (Har
valde vi att bara visualisera den delen av F och VF dir x2 + y? < 1. Det firgade planet blir littare
att fargsatta da.)

7.2 Gradient och nivimangder

Formeln F,; (p) = VF(p) - v gor det uppenbart att v L VF(p) medfor F,/(p) = 0, d.v.s. gar man vin-
kelrdtt mot gradienten sa dndras funktions varde inte alls. Med andra ord gdr man langs en niva-
mangd. En vanligare formulering av denna observation ar féljande:

Gradienten i punkten p dr vinkelrdt mot den nivémdéngd som passerar genom p.

Den hér insikten har ganska stor praktisk betydelse i vissa problem.

Exempel

Bestdm pa parameterform tangentlinjen och normallinjen till kurvan x* + y* = 1 — xy? — yx? i
punkten (1,0).

Lésning: (Vi noterar férst att punkten verkligen tillhér kurvan.) Infér skaldrfaltet F(x,y) = x* +
y* + xy? + yx?; da ar tydligen kurvan lika med nivakurvan F(x,y) = 1. Eftersom

VF(x,y) = (4x3 + y2 + 2xy, 4y3 + 2xy + x?)
i allmanhet sa ar speciellt
VF(1,0) = (4,1)

sa att normallinjen till kurvan &r bilden av r(t) = (1,0) + t(4,1). En tangentvektor till kurvan i aktuell
punkt ar uppenbarligen (1, —4) sa att tangentlinjen ar bilden av r(t) = (1,0) + t(1, —4).
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Svar: Normallinjen &r bilden av r(t) = (1,0) + t(4,1); tangentlinjen &r bilden av r(t) = (1,0) +
t(1,—4).

Det ar precis lika |att att bestdmma ekvationer for tangent och normal:

Exempel

Bestdm ekvationer fér tangentlinjen och normallinjen till kurvan x* + y* = 1 — xy? — yx? i punkten
(1,0).

Lésning: (Vi noterar férst att punkten verkligen tillhér kurvan.) Infér skaldrfaltet F(x,y) = x* +
y* + xy? + yx?; da ar tydligen kurvan lika med nivakurvan F(x,y) = 1. Eftersom

VF(x,y) = (4x3 + y? + 2xy,4y3 + 2xy + x?)
i allmanhet sa ar speciellt
VF(1,0) = (4, 1),

Eftersom detta ar en normalvektor till kurvan sa har tangentlinjen ekvationen 4x + y = d for nagot
d € R. Eftersom (1,0) tillhor linjen maste d = 4.

En tangentvektor till kurvan ar uppenbarligen (1, —4) sa att normallinjen har ekvationen x — 4y = d
for nagot d € R. Eftersom (1,0) tillhor linjen maste d = 1.

Svar: Normalen dr 4x + y = 4 och tangenten ar x — 4y = 1.

Vi kan ocksa studera ytor pa motsvarande satt:

Exempel
Bestam tangentplanet till ytan x? + 2y2 + xy + z? + 3xz = 1i punkten (1,0, —3).

Lésning: (Vi noterar forst att punkten verkligen tillh6r ytan.) Infor skalarfaltet F(x, y, z) =
x2 + 2y? + xy + z% + 3xz; da ar ytan lika med nivaytan F(x,y,z) = 1. Gradienten

VF(x,y,z) = 2x+y+ 32,4y + x,2z + 3x)
sa att
VF(1,0,—-3) = (-7,1,-3)

ar en normalvektor till ytan i punkten (1,0, —3). Ytans tangentplan i den har punkten har séledes
ekvationen —7x + y — 3z = d f6r nagon konstant d € R. Eftersom (1, 0, —3) tillh6r planet maste
d=2.

Svar: Det sokta tangentplanet éar 7x — y + 3z = —2.

| dessa uppgifter ges vi alltsa en kurva eller yta — d.v.s. en punktméangd — och sedan infér vi ett skalar-
falt i rummet sadant att mangden ar en nivamangd till funktionen. Slutligen bestammer vi skaldrfdl-
tets gradient, och anvander insikten att gradientvektorn i en punkt pa kurvan/ytan alltid ar vinkelrat
mot densamma.
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Det dr viktigt att man inte blandar ihop mdngden med skaléirfiltet! Inte sallan ser man féljande fel
nar man rattar skrivningar:

Ett ganska vanligt fel
Bestam tangentplanet till ytan x? + 2y? + xy + z? + 3xz = 1i punkten (1,0, —3).

Lésning: Ytans gradient ér (2x + y + 32,4y + x, 2z + 3x)...

Detta ar "obegripligt”. Begreppet gradient ar ju som bekant en egenskap hos ett skaldrfdlt, d.v.s. hos
en funktion (av typen R™ — R). En yta (eller en kurva, fér den delen), d.v.s. en (slags) delméngd av
R", har ingen “gradient”.?

Felet har &r alltsd att man behandlar punktméngden som om den vore ett skaldrfilt. Aven det om-
vanda felet férekommer, att studenten behandlar ett skalarfdlt som om det vore en punktmangd:

Ett nastan lika vanligt fel
Bestam tangentplanet till ytan x? + 2y? + xy + z? + 3xz = 1i punkten (1,0, —3).
Lésning:
F(x,y,z) = x?+2y? + xy + z% + 3xz
VF(x,y,z) = 2x+y+ 32,4y + x,2z + 3x)
VF(1,0,—3) = (=7,1,3)
Tangentplan: —7x + y — 3z = d.

Eftersom (1,0,—3) € F ser jag attd = 2.

Problemet har ar”(1,0,—3) € F”. Sjalva ytan
S={(x,y,z) ER3: x2+2y?+xy+2z%+3xz=1}

ar en punktmangd, ndrmare bestimd en delmangd till R3, d.v.s. S € R3. En av punkterna i S ar
(1,0,—3), sa vi kan skriva (1,0, —3) € S.

Men F &r ju inte ens en mangd! Sa F “innehaller” inte nagot alls! Det studenten skriver ar ju att
(1,0, —3) "tillhér” funktionen F(x,y,z) == x? + 2y? + xy + z? + 3xz. Vad i all sin dar betyder
det?!

(Notera ocksa den otydliga redovisningen. Man bor, som lasaren sdkerligen redan kanner till, an-
vanda svenska spraket for att skapa en “rod trad” genom losningen; det manskliga spraket forbinder
formlerna och anger deras relation till varandra. “Jag”-formen kédnns vidare nagot oaven.)

® Visst, om kurvan eller ytan &r given som en ekvation finns det ofta ett “naturligt” val av skalarfalt (sa ndr som
pa tecknet), men en kurva/yta maste ju inte vara angiven med en ekvation. Den kan t.ex. vara given pa parame-
terform. | sddana fall har man forvisso (oftast) en valdefinierad normalriktning i varje punkt pa méngden, men
vektorns langd och riktning (at ena sidan eller at andra) ar obestamd. Dessutom brukar ju ett vektorfalt vara
definierat i en hel dppen mangd i rummet (t.ex. hela R™), inte bara ldngs en yta eller kurva i rummet!
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7.2.1 Fler exempel

Exempel
Bestam de punkter pa kurvan x? + 2xy + y? + 2x = 1 i vilka normallinjen passerar genom origo.

Lésning: L3t F(x,y) = x2 + 2xy + y? + 2x sa att den givna kurvan y ar nivakurvan F(x, y) = 1.
En punkt pa kurvan har en normallinje som passerar origo omm kurvans normal i denna punkt ar
parallell med punktens ortsvektor. Lat (a, b) vara en sadan punkt; da ar alltsa

— 2a+2b+2 2a+2b —

{ (a,b) €y o

a?+2ab+b*+2a=1
VF(a,b) Il (a,b) |

a b
2 2 _
{a +2ab+b*+2a=1
b?2+b—a?=0.
Forsta ekvationen minus andra ger
2a’+2ab+2a-b=1 — b(2a—1)=1-2a%?-2a —

1—2a%-2a
— h=——
2a—1

eftersom a # 1/2. Instoppat i andra ekvationen ger detta

1-2a*-2a\" 1-2a*-2a
—a“=0 —
2a—1 2a—1
— (1-2a%-2a)>+ (1 —-2a*>-2a)(2a—1) —a*(Ra—1)>=0 —
= 8a®>—3a%>=0 — a’(8a—3)=0 —
3
— a=0 eller a=§.
Respektive varde pa a gerb = —1 ochbzg.

Svar: Tangentlinjen gar genom origo i punkterna (0, —1) och (Z'%)'

Exempel
Visa att kurvan x3 + y3 = 1 skir koordinataxlarna under rét vinkel.

Lésning:  Kurvan skar x-axeln nar y = 0, vilket intraffar nar x = 1; kurvan skar y-axeln narx = 0,
d.v.s.ndry = 1. Lat F(x,y) := x3 + y3 s3 att kurvan ar nivdkurvan F(x,y) = 1. Eftersom
VF(x,y) = (3x2,3y?) s& ar kurvans normal i férsta skarningspunkten VF(1,0) = (3,0) som pekar
rakt at hoger. Alltsa ar kurvans tangentlinje vertikal har, som 6nskat.

Pa samma satt ser vi att VF(0,1) = (0, 3) som pekar rakt uppat, sa att kurvans tangentlinje ar hori-
sontell har.
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Exempel

Bestam de punkter p3 ellipsoiden x2 + xy + 2y? + z2 = 5 i vilka tangentplanet &r parallellt med
planetx +y = 0.

Lésning: Infér F(x,y,z) = x? + xy + 2y? + z? s& att den givna ytan S &r nivdytan F(x,y,z) = 5.
Lat (a, b, ¢) vara en intressant punkt. Detta betyder precis att

(a,b,c) €S { a’?+ab+2b*+c%?=5
{VF(a, b,c) Il (1,1,0) (2a+ b,a+ 4b,2¢c) X (1,1,0) =0
2 2 2 _
a+ab+22b_+c =5 @2 4ab+2b?=5
— e = — c=0 —
2E = a=3b
a—3b= -

14b% =5 0 0
— c = (—— (a,b,c)=i 3 E, E,O o
a=3b

Svar: | punkterna + (3\/%,\/13:, 0> ar ellipsoidens tangentplan parallellt med planet x + y = 0.

7.3 Sammansattningar av funktioner - kurvor i landskap

Sedan tidigare matematikstudier ar ldsaren bekant med begreppet funktionssammanséattning. Lat X,
Y och Z vara mangder och antag att du har en funktion f: X — Y och en funktion g: Y — Z. Vilj ett

x € X.Dufardad en bild y := f(x). Eftersom y € Y kan du stoppa in detta varde i funktionen g, var-
vid du erhaller elementet z := g(y) € Z. Totalt sett har du da berdknat z = g(f(x)), d.v.s. du har
fatt ett entydigt element z € Z givet ett element x € X. Du har alltsd en funktion X — Z definierad
avx - g(f(x)). Denna funktion kallas for sammansdttningen av f och g och betecknas g o f. Vi har
alltsd g o f: X — Z och kan skriva z = (g o f)(x).

Exempel. Lat f: R = R och g: R — R vara definierade av f(x) = x + 2 och g(x) = sinx. Da ar
(f o D@ = f(g(x)) = f(sinx) = sinx + 2 medan (g o /)(x) = g(F()) = g(x +2) =
sin(x + 2). Vi kan speciellt géra observationen att operationen funktionssammansattning inte ar
kommutativ. Funktionerna x + sinx + 2 och x » sin(x + 2) arju inte lika, ty det inte &r sant att
sinx + 2 = sin(x + 2) for allax € R.

Nu ett par typiska flervariabelexempel:

Exempel. Lat T (x, y) vara temperaturen i punkten (x, y) i ett landskap; T ar alltsa ett skalarfalt av
typen R? — R. Lat ocksa r(t) vara en cyklists position i landskapet vid tiden ¢; r ar alltsd en funktion
av typen R — R?. Sammansattningen T o r &r da en funktion av typen R — R och ger temperaturen
vid tiden t pa cykelfarden.

Exempel. Lat z(x, y) vara hojden 6ver havet i punkten (x, y) i ett landskap; z ar alltsa ett skalarfalt av
typen R? — R. Lat ocksa r(t) vara en cyklists geografiska position i landskapet vid tiden ¢; r ar alltsa
en funktion av typen R — R?. Sammansattningen z o r dr da en funktion av typen R — R och cykel-
fardens hojdprofil, d.v.s. héjden 6ver havet vid tiden t under cykelturen.
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Exempel. Betrakta det béljande landskapet z = sin x siny (ytan ar grafen till funktionen F: (x,y) -

sinx sin y). Nedan, till vanster, visas detta landskap.

Betrakta ocksa cykelturen r(t) = (t,llmﬁ) genom landskapet. Ovan, till hoger, visas dels ett fargat

plan for landskapsfunktionen F (svart: 13gt; gront: hogt), dels cykelturen (i [—=10, 10]?). Notera att
cykelturen framst sker vid lag hojd; dessutom &r héjden nastan konstant under rakstrackan i “mitt-
partiet”.

Sammansattningen F oer: R — R ges av F(r(t)) = sint sin (ﬁ t3); detta &r alltsa hojden vid tiden

t pa cykelturen. Nedan visas grafen till F o r, d.v.s. "hdjdprofilen” for turen.

\Nl .v._ 4.v i\
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x2—y2 —x2_y2

Exempel (*). Betrakta berget z = Se s som &r grafen till skalarfaltet F: (x,y) — 5e¢~ & . Det
forefaller inte helt orimligt att en bilvag upp till bergets topp gar som en spiral runt berget. Man kan
t.ex. ténka sig att vagen ar bilden r([—10, 20]) dar r(t) = (e%/1° cost,et/1%sint). Nedan, till vins-
ter, visas dels berget, dels bilvigen pd berget, d.v.s. {(x,y,2) € R3: (x,y) € r([-10,20]),z =
F(x,y)}. ["Bilvdgen” r([—10, 20]) &r ju annars en plan kurva.]

Sammansattningen F o r: R — R ger hojden vid tidpunkt t. Vi har, vilket illustreras ovan till hoger,

et/s

F(r(t)) = F(et/* cost,et/1%sint) = 5e™ 8 .

Observera att funktionen F o r ger héjden vid tiden t under resan som parametriseras med r. Grafen
till den har funktionen beror alltsa pa den hastighet med vilken r parametriserar kurvan (vagen).

Resan borjar (ndstan) langst uppe pa berget, och savél den horisontella farten [r'(t)| som den riktiga
farten dkar med tiden. Kom ihag att funktionen r innehaller mer information dn kurvan r([—10, 20]),
som ju kan parametriseras pa manga olika satt. Funktionen r innehaller inte bara information om
sjalva “vagen” (d.v.s. bilden r([—10, 20])), utan r innehaller ocksa information om kurvans oriente-
ring (i det har fallet fran bergets topp och nedat) och den hastighet med vilken kurvan genoml6ps.
"Hojdprofilen” som visas ovan &r alltsa inte en egenskap hos skalarfaltet och kurvan, utan en egen-
skap hos skalarfaltet och parametriseringsfunktionen. Det gar inte att erhalla “hojdprofilen” i den
hogra bilden bara genom att titta pa den vanstra bilden.

For att skapa en mer ”dkta” hojdprofil kan man parametrisera viagen pa ett sadant satt att farten
(forslagsvis den tredimensionella) blir konstant. | sadana fall blir parametervardet ett direkt matt pa

(proportionell mot) bdagldngden, d.v.s. langden langs kurvan. Vi far alltsa “héjden vid positionen s
langs kurvan fran bergets topp” i stallet for “héjden vid tidpunkt t pa resan som bestams av r”.

Ovningar

1. *Skriv ner den funktion q: R - R3 som p4 ett naturligt sitt erhalles av r och F och som ger
bilvdgen pa berget (rymdkurva).

2. *Bestam dels den horisontella hastigheten r'(t), dels den riktiga hastigheten q'(t). Notera
att farten (|r'(t)| respektive |q'(t)|) inte &r konstant.

50/163


http://www.rejbrand.se/

ANDREAS REJBRAND 2014-06-05 Matematik
http://www.rejbrand.se

7.4 Gransvarden

Lasaren ar val bekant med gransvarden for envariabelfunktioner.* | det har avsnittet introducerar vi
gransvardesbegreppet for flervariabelfunktioner. Bade den intuitiva idén och de precisa definitioner-
na ar helt analoga, sa lasare som ar fortrogna med envariabelfallet bor inte ha nagra storre koncep-
tuella problem med flervariabelfallet.

| envariabelfallet sager vi, t.ex., att "f(x) = A da x = a” omm det for varje € > 0 finns ett tal § > 0
sadant att avstandet |[f(x) — A| < eforallax € Ja — §,a + 6[ \ {a}. Intervallet |a — §,a + &[ dren
6ppen omgivning med radie 6 kring a, och kan ocksa skrivas B(a, §). Denna mangd bestar av alla
punkter som har avstdndet fran a mindre dn §.

| flervariabelanalysen har vi i stéllet funktioner F: R™ — R. Mangden av alla punkter som har avstan-
det fran a mindre dn & betecknas i allmédnhet B(a, §). | planet &r detta en (6ppen) disk; i rummet ar
det ett (6ppet) klot. Den senare bendamningen anvands ocksa generellt. Den uppenbara generali-
seringen av gransvardesbegreppet ar salunda féljande.

Definition. L3t F: R™ — R. Visager att "F(x) —» A da x - a” omm det for varje € > 0 finns ett tal
6 > 0sadant att |[F(x) — A| < eforallax € B(a,d) \ {a}.

Definitionen ovan géller tydligen bara for skalarfalt F definierade pa hela R™. For ett allmant skalar-
falt definierat pa en mangd Dy < R™ gor vi foljande definition:

Definition. Lt F: Dy —» R med D c R™. Visager att "F(x) - A dax - a” omm det for varje e > 0
finns ett tal § > 0 sadant att |F(x) — A| < eforallax € (B(a,6) N Dp) \ {a}.

En typisk situation illustreras nedan.

F(x) € JA—0.001, A + 0.001[
F(x) €]A—0.01, A+ 0.01]

F(x) E]JA—0.1, A+ 0.1]

Exempel.’ L3t F(x,y) == 4 + x? + y. Det ar uppenbart att F(x,y) — 4 da (x,y) = 0. Men vi intro-
ducerar anda har en speciell teknik for att undersoka gransvarden kring origo i planet, sa att vi kan
anvanda den i framtida, mindre triviala, problem. Tekniken gar ut pa att byta till poldra koordinater
(p, @) i planet. Idén &r att den poldra koordinaten p precis ar avstandet till origo, d.v.s. precis den
storhet man talar om i gransvardesdefinitionen.

*En nagorlunda sympatisk introduktion till de precisa gransvardesdefinitionerna finns i forfattarens artikel om
numeriska serier: http://rejbrand.se/rejbrand/dokument/serier.pdf.
> Delar av exemplet kan eventuellt uppfattas som dverkurs.
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| poldra koordinater ar
F(p,p) =4+ p?cos? @+ psing =4+ p(pcosp + sing)
sa att avstandet

|F(p, ) — 4|l = plpcosp +sing| < p(1+1) =2p
om p < 1. Vilj nu nagot € > 0. Om vi véljer § := min(1, €/2) sa har vi salunda

€

2~ €

p<§ — |F(p, ) —4|<2p<26<2-

d.vs. |F(x,y) — 4| < eforalla (x,y) € B(0,5). Av definitionen av gransvarde foljer da att
F(x,y) » 4da(x,y) - 0.

| praktiken nojer man sig vanligtvis med en nagot mindre detaljerad motivering, i stil med féljande:

p<1
"|F(p, ) — 4| =plpcosp +sinp| < p(1+1)=2p->0

dé p - 0. Alltsd 4r F(x,y) — 4 da (x,y) = 0.” Aven féljande, &nnu mer kursiva, motivering ar tank-
bar:

"F(p,p) =4+ p?cos?p+psing =4+ p(pcose +sing) - 4
begransadien
omgivning av 0

da p = 0.” Att parentesen ar begransad i ndgon omgivning av origo ar viktigt. | vart exempel géllde
t.ex. att |pcos @ + sin@| < 21 B(0, 1), vilket var en avgérande ingrediens i vart bevis. Att villkoret
om begransning ar tillrdckligt for att dra slutsats kan visas som foljer: Antag att

F(x,y) =A+pB(x,y)

dar B ar begrdnsad i nagon omgivning av origo. Det senare betyder att det finns tal §' > 0 och
M > 0 sadana att |B(x,y)| < M for alla (x,y) € B(0,5"). Men da géller i denna omgivning att

|F(x,y) — Al = |pB(x,y)| = p|B(x,y)| < pM

varfor det dr uppenbart att vi givet € > 0 har |F(x,y) — A| < e férallap < § := min (6’,%).

Exempel
Undersok gransvardet

X +y?
lim ——.
(x¥)-(0,0) x2 + y2

Lésning: Vi har i polara koordinater

x*+y%  p?cos® ¢+ p?sin’ ¢
x2 +y2_ p?

=p(cos3 @ +sin3¢) -0

begransad
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dap— 0.

X 3+ B]
Svar:  lim(yy)5(0,0) —i2+;/2 =
Exempel

Undersok gransvardet

) sinx? + y?
im ————
(xy)-00) x?+y?

Lésning: Det &r trivialt att x2 + y? — 0 da (x,y) — (0,0). Darfér, enligt standardgransvirde och
sammansattningsregeln, ar

sinx? + y?
1m —_—— =
(xy)-(00) x?+ y?

sinx?+y?

Svar: lim(x_y)_)(o_o) BinE =1.

| rummet fungerar sfariska koordinater lika bra som poldra koordinater i planet:

Exempel
Undersok gransvardet

x3 +3y3 +22*
im :
(x,2)-(0,00) x2 +y? 4 22

Lésning: Med sfariska koordinater far vi

x3+3y34+2z* r3sin30cosd ¢ + 3r3sin O sin® ¢ + 2r* cos* 6
x2+y2+2z22 r? B
=1 (sin® 0 cos® ¢ + 3sin3 O sin® ¢ + 2r cos* §) - 0

begransad i en omgivning av origo

dar - 0.
3 3 4
i q x°+3y°+2z"
Svar:  limyy 7)50,0,0) i
Exempel

Undersok gransvardet

" 24/x2% + y? + 3x?
im !
(x,y)=(0,0) [x2 + y2

Lésning: Med polara koordinater far vi
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2x2+y%2+3x% 2p+3p?cos?
4 o (p=2+3pcosz<p—>2
VxZ +y? p e
dap - 0.

2y/x2+y2+3x2

Svar:  limy4y(0,0) Nraa = 2.

Det kan forstas intraffa att ett gransvarde inte existerar. Oftast ar det ganska latt att motbevisa exi-
stensen av ett gransvarde. Man studerar da nagra val valda kurvor som passerar punkten i fraga och
undersoker skalarfaltets gransvarden langs dessa kurvor (envariabelgransvarden) nar vi ndrmar oss

punkten. Om vi lyckas hitta tva sadana kurvor genom punkten langs vilka vi erhaller tva olika grans-

varden (eller om nagon kurva saknar gransvarde) sa kan vi dra slutsatsen att flervariabelfunktionen

saknar gransvarde i punkten.

x%+2y?
3x2+y2’
soker forst kurvan y = 0, d.v.s. x-axeln. Denna kurva kan parametriseras x = t, y = 0 och "tempera-

Exempel. Betrakta skalarfaltet F(x,y) = Vi ar intresserade av gransvardet i origo. Vi under-

turen” vid tidpunkt t pa var resa langs x-axeln &r

2

F(t) t 1 1
== —
3t2 3 3

dat — 0.0myviistallet gar ldngs x = 0, d.v.s. ldngs y-axeln, sa far vi vid tiden t "temperaturen”

2t2
Ft)="—==2-2

tz
da t — 0. Alltsa: varje omgivning av origo innehaller punkter dar F ar exakt % och punkter dar F ar
exakt 2. Detta motsager existensen av ett gransvarde, for om F skulle ha gransvardet A sa skulle det
finnas en omgivning kring origo sddan att F(x, y) ligger mellan A — 0.1 och A + 0.1 (s&g) i hela dis-

ken. Variationen av F ar alltsa mindre an 0.2 i den har omgivningen, men vi har ju nyss bevisat att

- . . Lo . " . 1 5
variationen i varje omgivning av origo ar minst 2 - g = g

Inom 0.2
F(x,y) = fran ett visst
pd y-axeln ><>/ vérde har
S E—

Omojligt!
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Om lasaren fortfarande inte dr 6vertygad om resonemanget har sa kan han pa egen hand markera
punkterna 3 och 2 pa en tallinje och sedan férsoka att rita ett intervall av langd 0.2 sadant att bada

dessa punkter finns i intervallet.

Exempel
Undersok
x+2y—1
im ————,
(ey)-»10) x—y—1
Lésning: Vi provar att ga langs kurvan x = 1,y = t. Detta ger funktionsvardet

Zt_
—t

Vi provar att ga langs kurvan x = t,y = 0. Detta ger funktionsvardet

t—1_1
t—1

Alltsa antar skalarfiltet bade vardet —2 och vérdet 1 i varje omgivning av (1,0), sa gransvarde sak-
nas.

Svar: Gransvarde saknas.

Exempel
Undersok

X’y
1m b
(xy)-(0,0) x +y

Ldsning: Vi provat att ga langs x-axeln (x = t, y = 0):

t2
—=t-0
t

dat — 0. Om det finns ett gransvarde, maste det alltsa vara 0.

Vi provat att ga langs y-axeln (x = 0, y = t):

Alltsa saknas gransvarde.

Svar: Gransvarde saknas.
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Exempel
Undersok

_ x?2 + xy + y?
lim ——————
(xy)=(00) x2 +y?

Lésning: Vi undersoker att ga langs x-axeln (x = t,y = 0):

t2

t—2:1.

Om det finns ett gransvarde maste det alltsa vara 1. Vi undersoker att ga langs y-axeln (x = 0,y =
t):

+2
t—z = 1
Samma gransvarde! Vi provar att galangsy = x (x = t,y = t):

t2+t2+t2_3t2 3

t2+¢2  2t2 2
Tydligen saknas gransvarde.

Svar: Gransvarde saknas.

Naturligtvis kan stryka en av undersékningarna som gav gransvardet 1. Bevisvardet blir fullstandigt
anda. Men pa t.ex. en skrivning ar det latt hant att man inte orkar ”“sudda ut” tidigare undersdkning-
ar. Men varfor lat da artikelforfattaren den onddiga undersékningen sta kvar i det har dokumentet?
Anledningen &r rent pedagogisk. Forfattaren vill illustrera det faktum att man ibland far samma
gransvarde langs de tva forsta kurvorna man undersoker, och da maste man (om man fortfarande
tror att gransvarde saknas) undersoka en tredje kurva. Om dven denna ger samma gransvarde maste
man (om man fortfartande tror att gransvarde saknas) undersoka en fjarde kurva, och sa vidare.

Om man adgnat det senaste decenniet at att undersoka olika kurvor och fatt samma gransvarde langs
varje kurva, sa bor man borja fundera pa om det kanske rent av ar sa att gransvardet existerar. Da far
man i stallet forsoka bevisa detta, t.ex. genom att inféra polara koordinater.

Exempel
Undersok gransvardet

y xty?
im ——.
(x,y)~(0,0) (x* + y?2)?
Lésning: Det ar klart att skaldrfaltets varde ar identiskt 0 bade pa x-axeln och pa y-axeln (utanfor

origo). Sa om gransvardet existerar sa maste det vara lika med 0. Vi provat att ga langs en annan rat
linje genom origo, d.v.s. ldngs y = kx fér nagot k € R \ {0}. Detta ger
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k?x® k?x® 5 k?

= =X -
(x* + k2x2)2  x8 + 2k2x® + k*x* x* + 2k%x2 + k4

0

dd x = 0. Aterigen samma gransvarde!®
Vi provar nu att gé langs parabeln y = x2. Detta ger

x8 x8 1
(x* 4+ xH)2  4x8 '

Alltsa saknas gransvarde.

Svar: Gransvarde saknas.

7.5 Lokala max- och minpunkter

7.5.1 Repetition av envariabelfallet
Vi borjar med att repetera envariabelfallet, och dessutom situationen dar funktionen ar definierad pa

hela den reella axeln. Betrakta exemplet f(x) = %xS - %x“’ + x3 + 13x2 — 24x; dess graf visas

nedan.

| bilden ser vi att f har ett ”lokalt maximum” i —2 och ett i +3. Vi ser ocksa att vi har ett “lokalt mi-
nimum” i +1 och ett i +4. Men vad exakt betyder dessa begrepp? Finns det ndgon precis formulering
av begreppen, som preciserar den intuitiva idén om vad ett "lokalt extremvarde” ar for nagot?

Svaret ar “ja”, och det ar faktiskt valdigt enkelt. Lasaren som kommer ihag sin envariabelanalys minns
foljande:

® Om vi tolkar F (x, y) som temperaturen i punkten (x, y) s& har vi allts situationen att temperaturen narmar
sig 0°C langs varje rakstracka genom origo! Innebér inte detta att F mdste ha gransvardet noll? Nej, tydligen
inte, som vi kommer att se.
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Definition (paminnelse). En funktion f: R — R sages ha ett lokalt maximum i punkten a € R omm
det finns nagon omgivning U av a sadan att f(x) < f(a) forallax € U.

Om man paminner sig om vad begreppet “omgivning” betyder inser man att detta betyder precis
foljande:

Definition (paminnelse). En funktion f: R — R sages ha ett lokalt maximum i punkten a € R omm
det finns ett tal € > 0 sadant att f(x) < f(a) forallax € la —€,a + €[.

Begreppet ”lokalt minimum” definieras analogt. Sjalva punkten a kallas fér en lokal maximipunkt
(resp. lokal minimipunkt), och funktionsvardet f(a) kallas for ett lokalt maximivdrde (resp. lokalt
minimivérde). En punkt a som ar en lokal maximipunkt eller en lokal minimipunkt kallas ocksa for en
lokal extrempunkt, och funktionsvardet for ett lokalt extremviirde.

Vi talar dessutom om ett strdngt lokalt maximum om vi har situationen ”f(x) < f(a)” i definitionen
ovan.

Observera att ett lokalt extremvéarde inte maste vara funktionens storsta eller minsta varde. Det ror
sig bara om det storsta eller minsta vardet i ndgon omgivning av punkten, darav attributet ”lokalt”.

Ovningar

1. Forvissa dig om att dessa precisa formuleringar passar den intuitiva uppfattningen om vad en
"lokal extrempunkt” &r for nagot. Titta pa exempelfunktionen f ovan, och/eller hitta pa egna
exempel.

2. Inse att samtliga lokala extrempunkter i exemplet f ovan &r strdnga lokala extrempunkter.
Ge exempel pa en funktion g: R = R och en punkt a € R sadan att a ar ett lokalt maximum
till g, men inte ett strangt lokalt maximum till g.

4. Ge exempel pa en funktion g: R = R och en punkt a € R sadan att a ar bade ett lokalt max-
imum och ett lokalt minimum till g.

5. Visa att det inte finns ndgon funktion g: R = R som har en punkt a € R som bade &r ett
stréngt lokalt maximum och ett stréngt lokalt minimum.

6. Ge ett enkelt exempel pd en funktion g: R = R som har oandligt manga stranga lokala max-
imipunkter och oandligt manga stranga lokala minimipunkter.

7. Ge ett enkelt exempel pa en funktion g: R = R som saknar lokala extrempunkter.

8. Definiera begreppen globalt maximum och globalt minimum (pa ett “uppenbara” sattet).

9. Visa att ett globalt maximum nddvandigtvis ar ett lokalt maximum, men att omvandningen
inte géller i allmanhet.

En mycket viktig insikt ar foljande:

Sats. Om funktionen f: R — R ar deriverbar och a € R &r ett lokalt extremvarde, sa ar a en stationar
punkt (=en punkt dér derivatan ar noll).

Detta ar intuitivt uppenbart, ty om derivatan inte ar noll sa ar den nollskild, t.ex. lika med 3. Det be-
tyder att grafens lutning &r 3 i punkten, sa gar man lite till héger far man storre varden, och gar man
lite till vdnster far man mindre varden. Alltsa var punkten varken ett max eller ett min. (Har anvdande
vi ett kontrapositivt resonemang.)
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Satsen ger alltsa ett nédvdndigt villkor (derivatan lika med noll) for att en punkt skall vara en lokal
extrempunkt, men det ar INTE ett tillrdckligt villkor. Det ar alltsd INTE sa att en stationar punkt (en
punkt dar derivatan ar noll) nodvandigtvis ar ett lokalt extremvarde. Ett enkelt motexempel ar funkt-
ionen f(x) = x3 i origo. Har &r derivatan noll, men origo ar varken ett lokalt minimum eller ett lokalt
maximum. (| stallet sdger vi att origo ar en terrasspunkt.)

Ovningar

1. Paminn dig sjalv om hur derivatans teckenvéaxling kan anvandas for att avgéra om en station-
ar punkt ar ett lokalt maximum eller minimum (eller ingetdera).
2. Paminn dig sjalv om hur andraderivatan i en stationar punkt i vissa fall kan anvdndas for att
avgora om punkten ar ett lokalt maximum eller minimum.
3. Undersok de tva féregdende frdgorna i de konkreta exemplen f(x) = x2, —x2, x3, x* och
—x*.
7.5.1.1 Funktioner definierade pa dkta delmdngder av R
Notera att begreppen ovan endast definierades for funktioner R — R, d.v.s. funktioner definierade
pa hela R. For en funktion definierad bara pa en delméngd av R gér man analoga definitioner. Till
exempel séger vi att funktionen f: Dr - R (med Dy c R) har ett lokalt maximum i punkten a € Dy

omm det finns ett tal € > 0 sddant att f(x) < f(a) férallax € Ja —€,a + €[ N Dy.

Satsen om derivatan maste ocksa férandras lite: om f har en lokal extrempunkt i en inre punkt i D¢
sa ar derivatan noll i punkten. Betrakta t.ex. restriktionen av var exempelfunktion till intervallet
[—1,5], d.v.s. funktionen f:[—1,5] - R defineirad av

1 3
f(x) = §x5 —Ex‘* +x34+13x%2 — 24x, Vx€[-1,5].

Det ar klart att bada dndpunkterna (x = —1 samt x = 5) nu ar lokala maximipunkter, men derivatan
ar uppenbarligen inte noll har. | de inre extrempunkterna ar derivatan daremot noll.

For att ssmmanfatta har vi
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Sats. Om funktionen f: D - R, Df CR,ar deriverbar och a ar en inre punkt till Dy sa galler

a ar en extrempunkt S a ar en stationar punkt.

Detta ar intuitivt uppenbart, ty om derivatan inte &ar noll sa ar den nollskild, t.ex. lika med 3. Det be-
tyder att grafens lutning ar 3 i punkten, sa gar man lite till hoger far man storre varden, och gar man
lite till véanster far man mindre varden. Och eftersom punkten dr en inre punkt sG kan man ga bade Gt
héger och at véinster utan att Idmna médngden! Alltsa var punkten varken ett max eller ett min.

7.5.2 Flervariabelfallet
Det ar naturligt att géra foljande definitioner:

Definition. Lat F: D — R, Dr c IR", vara ett skalarfilt och Iat a € Dy. Vi sager att a ar ett lokalt
maximum till F omm det finns en omgivning U av a sadan att F(x) < F(a) férallax € U N D.

Om man kommer ihag vad begreppet “omgivning” betyder inser man att definitionen ocksa kan skri-
vas sa har:

Definition. Lt F: D = R, D € R", vara ett skalarfélt och lat a € Dp. Vi sager att a ar ett lokalt
maximum till F omm det finns ett tal € > 0 sadant att F(x) < F(a) fér allax € B(a,e) N Dg.

| planet ar omgivningen en 6ppen disk, i rummet ett 6ppet klot 0.s.v.

Pa analogt satt definieras begreppet “lokalt minimum?”, och vi definierar de ”stranga” varianterna pa
”n on ”n n n n

de uppenbart satten, liksom ”maximipunkt”, "maximivédrde”, “minimipunkt”, “minivarde”, "extrem-
punkt” och “extremvarde”.

Ovning

1. Vidiskuterade i borjan av kapitlet (pa sidan 36) tre olika satt att visualisera skalarfalt av typen
R? — R. Hur identifierar man med hjilp av dessa metoder (med viss osikerhet, som alltid
nar det géller grafiska/numeriska metoder) lokala extrempunkter?

Precis som i envariabelfallet har vi ett enkelt nédvdndigt krav for att en punkt skall vara en lokal ex-
trempunkt:

Sats. Om skaladrfiltet F: R"™ — R &r partiellt deriverbart och a € R"™ &r en lokal extrempunkt sa ar
VF(a) = 0.

En punkt dar gradienten ar noll kallas for en stationdr punkt till skaldrfaltet. Satsen ar (som vanligt!)
intuitivt uppenbar, ty om gradienten inte ar noll sa ar den en nollskild vektor, och ddrmed ar skalar-
faltets riktningsderivata nollskild i denna riktning. | gradientens riktning 6kar funktionsvardet, och i

motsatt riktning minskar funktionsvardet (lika snabbt). Alltsa var punkten varken ett minimum eller
ett maximum.

Omvandningen av satsen behdver inte galla — en stationar punkt behdver inte vara en extrempunkt.
Vi kommer strax att ge exempel pa detta.
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Vi studerar ocksa ibland skalarfalt definierade pa omraden som &r dkta delmangder av R"™, och i sad-
ana fall maste vi i satsen — precis som i envariabelfallet — lagga till villkoret att punkten ar en inre
punkt:

Sats. Om skalarfaltet F: D —» R, Dp € R™, ar partiellt deriverbart och a ar en inre punkt till D sa
galler

a ar en extrempunkt S a ar en stationar punkt.

Detta ar intuitivt uppenbart. Fér om gradienten ar nollskild sa har vi en positiv riktningsderivata i en
riktning och en lika stor fast negativ riktningsderivata i motsatta riktningen. Och eftersom punkten dr
en inre punkt s kan vi gé i bada dessa riktningar utan att Iémna méngden. Alltsa var punkten varken
en minimipunkt eller en maximipunkt.

Exempel. Lat F: D — R, dér D &r den fyllda enhetsdisken i xy-plannet, vara definierad av F(x,y) =
x% + y2. Nedan visas dels ett fargat plan (blatt: lagst, O; rott: hogst, 1), dels grafen till F.

Det &r klart att (0,0) &r ett lokalt minimum — i sjélva verket géller F(0,0) < F(x,y) for alla (x,y) €
D, sa origo ar funktionens globala minimum. | origo, som ar en inre punkt, r ocksa mycket riktigt
gradienten (2x, 2y) lika med nollvektorn. Vidare &r varje punkt pd enhetscirkeln ett lokalt maximum,
trots att gradienten inte ar noll dar. Men enhetscirkeln ar ju ocksa randen till D.

Punkten (0.5, 0.5) &r inte en lokal extrempunkt. Har ar gradienten (1, 1) sa vi har en positiv rikt-
ningsderivata rakt utat och en lika stor negativ riktningsderivata rakt inat. Eftersom punkten ar en
inre punkt finns det en omgivning kring punkten vilken helt ligger i D. Och denna omgivning innehal-
ler naturligtvis punkter bade i gradientens riktning och i motsatta riktningen, d.v.s. bade “varmare”
och ”kallare” punkter, sa (0.5, 0.5) ar varken en lokal maxpunkt eller en lokal minpunkt.

7.5.2.1 Olika typer av stationdra punkter

Lat F: D - R, D c R", vara ett skalarfilt. En punkt dar gradienten ar noll kallas som namnt fér en
stationdr punkt. En sadan kan vara en lokal extrempunkt (bland de inre punkterna till D ar det som
bekant bara de stationdra punkterna som kan vara extrempunkter), men den mdste inte vara det. En
stationar punkt som inte ar en extrempunkt kallas oftast for en sadelpunkt, och motsvarar alltsa be-
greppet terrasspunkt i envariabelanalysen. Men till skillnad fran envariabelfallet finns det i flervaria-
belfallet flera olika typer av sadelpunkter. | avsnitten nedan ger vi exempel pa de vanligaste typerna
av stationara punkter.
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Matematik

7.5.2.1.1 Lokalt maximum

Funktionen F(x,y) = —x? — y? har ett lokalt maximum i origo.

7.5.2.1.2 Lokalt minimum
Funktionen F(x,y) = x2 + y? har ett lokalt minimum i origo.

7.5.2.1.3 Typisk sadel

Funktionen F(x,y) = x2 — y? har en stationar punkt i origo, fast det ar inte en extrempunkt. | stllet
ar det den mest typiska sortens sadelpunkt.
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7.5.2.1.4 Farlig sadel
Funktionen F(x,y) = x3 — y?2 har en annan sorts sadelpunkt i origo.

7.5.2.1.5 Fatolj?

Funktionen F(x,y) = x3 — y3 har en tredje sorts sadelpunkt i origo.

7.5.2.1.6 Terrass

Funktionen F(x,y) = x3 ser ut som en terrass i landskapet (eller en obekvdm parkbank). Notera att
grafen ar en cylinder. Varje punkt pa y-axeln ar en stationar punkt.
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7.5.2.1.7 Dike/4s
Funktionen F(x,y) = x?2 ser ut som ett dike i landskapet. (Och funktionen F(x,y) = —x? ser ut som
en as/avlang kulle.) Notera att grafen ar en cylinder. Varje punkt pa y-axeln &r en stationar punkt.

Ovningar

1. Setill att du forstar varfor graferna ser ut som de gor. Undersok och beskriv, som alltid, snit-
ten x = konst., y = konst. och z = konst.

2. Ré&kna ut skalarfaltens gradienter och verifiera att de stationara punkterna ar dar de ska.
Notera att tangentplanet i en stationar punkt alltid ar horisontellt. Bevisa ocksa detta.

4. *Bestam alla stationara punkter till funktionen F(x,y) = sin x sin y som vi betraktade i av-
snittet om sammansattningar av funktioner. Vilka av dessa ar lokala maxima och minima?

7.5.2.2 Max och min pd delmdingder

| praktiken beh6ver man ibland hitta stérsta och minsta vardet av ett skalédrfilt F: D - R, Dp c R”,
pa en delmdéngd av F:s definitionsmangd. Till exempel kan man vilja hitta stérsta och lagsta vardet av
F(x,y) pa en kurva i xy-planet. Om F(x, y) ar temperaturen i punkten (x, y) i planet, och kurvan
parametriseras avr: R —» R?, s& &r sammansattningen F(r(t)) temperaturen vid tiden t langs kur-
van. | det har avsnittet diskuterar vi sambandet mellan de lokala extremvardena hos F och de lokala
extremvardena hos “temperaturprofilen” F o r.

Vi ger ett exempel. Betrakta "kullen”

_x?+y?
z=4e 16

x24y2

Kullen &r grafen till skaldrfiltet F: R? - R definieratav F(x,y) = 4e~ 16 . F(x,y) tolkas allts3
som hgjden 6ver havet vid punkten (x, y). Betrakta ocksa féljande kurvor:

I =1 (R), r(t) = (t,0)
I, == r,(R), r,(t) = (t,2).

Nedan, till vanster, visas grafen till F, d.v.s. sjalva "kullen”. Till hGger visas ett fargat plan 6ver F till-
sammans med de tva ”cykelbanorna”.
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De sammansatta funktionerna F or; och F or,: R = R, vilka ger h6jden 6ver havet vid tidpunkt t
langs respektive cykelbana, har féljande formler och grafer:

F(ry(t)) = 4 e7t*/16 F(ry(8)) = 4 e=(+4)/16

Skalarfaltet F har forstas ett lokalt maximum i origo, sa det ar inte konstigt att varje kurva som pas-

serar genom origo far ett lokalt maximum i motsvarande tidpunkt. Detta exemplifieras i grafen till
F ory, dar t = 0 ger positionen (0, 0), d.v.s. mitt pa berget.

Titta nu pa den andra cykelbanan, r, (R). Hojdprofilen F o 1, har tydligen ocksa ett lokalt maximum i
t = 0, vilket svarar mot punkten (0, 2) pa bergets sluttning. Men (0,2) &r ju inte en bergstopp!

Foljande slutsats ar mycket viktig:

Observation. Varje cykelbana som passerar en bergstopp har ett lokalt maximum i bergstoppen. Men
bara for att en cykelbana har ett lokalt maximum i nagon punkt, sa maste inte punkten vara en bergs-

topp!

Samma observation galler — sjalvfallet — ocksa for lokala minimum.

7.6 Lokala undersokningar - det lattaste fallet

Vi betraktar i det har avsnittet skalarfalt som ges av andragradspolynom, och underséker om origo ar
en stationéar punkt, och i sadana fall vilken sorts stationar punkt det rér sig om. Det visar sig ndmligen
att samma principiella undersékningsmetod kommer att fungera for allménna skalarfalt och all-
maéanna punkter (inte bara origo).
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For enkelhets skull begransar vi oss till plana skalarfalt. Det allmdnna fallet fungerar pa samma satt.
Vi betraktar alltsd en funktion F: R? — R definierad av

F(x,y) = C+ hx + ky + Kx? + Lxy + My2.
Vi ser direkt att F(0,0) = C samt att VF(0,0) = (h, k), sa vi kan skriva
F(x,y) = F(0,0) + VF(0,0) - (x,y) + Kx? + Lxy + My?2.

Origo ar tydligen en stationar punkt omm h = k = 0, sa vi intresseras oss endast for skalarfalt pa
formen

F(x,y) = F(0,0) + Kx? + Lxy + My=.
Detta kan skrivas
F(x,y) — F(0,0) = Kx? + Lxy + My?

dar hogerledet ar en kvadratisk form. Hogerledet &r forstas noll i origo, x = y = 0. Beroende pa ta-
len K, L och M kan for ovrigt fem olika fall intraffa:

* OmKx?+ Lxy + My? > 0 utanfér origo s& kallas den kvadratiska formen fér positivt defi-
nit. | detta fall ar tydligen F(x,y) — F(0,0) > 0 6verallt forutom i origo, d.v.s. F(x,y) >
F(0,0), och vi ser direkt att origo &r ett (strangt) lokalt minimum.

* OmKx?+ Lxy + My? < 0 utanfér origo s& kallas den kvadratiska formen fér negativt defi-
nit. | detta fall ar tydligen F(x,y) — F(0,0) < 0 6verallt forutom i origo, d.v.s. F(x,y) <
F(0,0), och vi ser direkt att origo ar ett (strangt) lokalt maximum.

» OmKx?+ Lxy + My? > 0 dverallt men likhet giller d&ven ndgonstans utanfér origo, sa kal-
las den kvadratiska formen for positivt semidefinit. | sddana fall finns i varje omgivning av
origo punkter (x,y) sddana att F(x,y) = F(0,0). Funktionen har ett lokalt minimum i origo.

» OmKx?+ Lxy + My? < 0 dverallt men likhet giller d&ven ndgonstans utanfér origo, sa kal-
las den kvadratiska formen fér negativt semidefinit. | sddana fall finns i varje omgivning av
origo punkter (x,y) sddana att F(x,y) = F(0,0). Funktionen har ett lokalt maximum i origo.

* Om Kx? + Lxy + My? antar bade positiva och negativa virden kallas den kvadratiska for-
men for indefinit. | sadana fall finns i varje omgivning av origo punkter (x, y) sadana att
F(x,y) > F(0,0) samt punkter (x,y) sadana att F(x,y) < F(0,0). Alltsa ar origo varken ett
lokalt maximum eller ett lokalt minimum.

Mycket viktig 6vning

1. Forklara de tre sista punkterna, d.v.s. givet existensen av en punkt (x,y) € R? sadan att
Kx% + Lxy + My? > 0 [eller < 0 eller = 0], hur vet man att varje omgivning av origo inne-
haller en sddan punkt? [Ledning: L&t (a, b) vara en sddan punkt, s& a? + Lab + Mb? > 0,
sdg. Vad géller for punkten t(a, b)?]

Genom att undersdka den kvadratiska formen Kx? + Lxy + My? kan man allts3 i direkt se vad for
sorts stationdr punkt origo ar. For att undersoka den kvadratiska formen kan man kvadratkomplet-
tera, eller anvanda metoder fran linjar algebra (spektralteori).
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Exempel

Undersék om origo &r en stationar punkt till funktionen F(x,y) = 3 + x + x? + y?, och ange i s&d-
ana fall vad for sorts (maximum, minimum eller sadelpunkt).

Lésning: Eftersom VF(0,0) # 0 &r origo inte en stationar punkt.

Exempel. Undersdk om origo ar en stationar punkt till funktionen F(x,y) = 3 + x? + xy + y?, och
ange i sadana fall vad for sorts (maximum, minimum eller sadelpunkt).

Lésning: Origo ar en stationar punkt eftersom VF(0,0) = 0. Den kvadratiska formen
2 2 1 \* 3 2
x“+xy+yc= (x+§y> +Zy =0

och likhet rader endast i origo, ty om likhet rader maste forst y = 0, och sedan x + %y = 0 som ger

x = 0, d.v.s. vi ari origo. Den kvadratiska formen ar darfor positivt definit sa att origo ar ett (strangt)
lokalt minimum for F.

Svar: Origo ar ett strangt lokalt minimum for F.

Exempel

Undersdk om origo ar en stationar punkt till funktionen F(x,y) = 1 + x% + 3xy + y?, och ange i
sadana fall vad for sorts (maximum, minimum eller sadelpunkt).

Lésning: Origo ar en stationar punkt eftersom VF(0,0) = 0. Den kvadratiska formen

2 2 3 ‘ 5 2
x“+3xy+y =(x+§y> —2Y

ar indefinit (t.ex. positivdad x = 1,y = 0 samt negativda x = —3/2, y = 1). Darfor ar origo en sa-
delpunkt till F.

Svar: Origo ar en sadelpunkt till F.

Exempel

Undersék om origo &r en stationar punkt till funktionen F(x,y) = 2x? — 5xy + y?, och ange i s&d-
ana fall vad for sorts (maximum, minimum eller sadelpunkt).

Lésning: Origo &r en stationdr punkt eftersom VF(0,0) = 0. Den kvadratiska formen

5 1 5\ 17
22_ 2=2[2__ _2]:2( __)__2
x“—5xy+y X 2xy+2y X 43’ 16)’

som ar indefinit. Darfor ar origo en sadelpunkt till F.

Svar: Origo ar en sadelpunkt till F.
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Exempel

Undersék om origo &r en stationar punkt till funktionen F (x,y) = x% + 2xy + y?, och ange i sddana
fall vad for sorts (maximum, minimum eller sadelpunkt).

Lésning: Eftersom F(x,y) = (x + y)? ser vi direkt att origo &r ett lokalt minimum (men inte ett
strangt sadant).

Ovning

1. Beskriv eller skissa den paraboliska cylindern z = x2 + 2xy + y? fran féregdende exempel.

Vi ger ocksa ett par exempel med skalarfalt i rummet.

Exempel

Undersék om origo &r en stationar punkt till funktionen F(x,y,z) = 2 + x? + y2 + 2z%2 + xy + yz,
och ange i sadana fall vad for sorts (maximum, minimum eller sadelpunkt).

Lésning:  Origo ar en stationdr punkt eftersom VF(0,0) = 0. Den kvadratiska formen
2 1 \2

2 2 2 1 3 2 2 3 2 8 2 4
x“+y +2z +xy+yz=<x+§y) +1y + 2z +yz=(x+§y> +Z[y +§z +§yz]=

_( +1 )2+3 ( +2 )2+20 ) _( +1 >2+3( +2 >2+5 )
S\XTRY) T\ T3E) T [ T\FTeY) TV T3?) T3
ar positivt definit (eftersom den ar alltid ar = 0 och likhet kraverz = 0, y + %Z =0ochx + %y =0
vilketgery = 0 ochx = 0, d.v.s. x = y = z = 0). Origo ar darfor ett strangt lokalt minimum for F.

Svar: Origo ar ett strangt lokalt minimum for F.

Exempel

Undersdk om origo &r en stationar punkt till funktionen F (x,y, z) = 2 + x? — y2 + z2 — 2xz, och
ange i sadana fall vad for sorts (maximum, minimum eller sadelpunkt).

Lésning:  Origo &r en stationdr punkt eftersom VF(0,0) = 0. Den kvadratiska formen
x2—y?+2%2—2xz=(x —z)%? —y?

ar indefinit (negativ t.ex. for (x,y,z) = (0,1,0) och positiv t.ex. for (x,y, z) = (1,0,0)) sa origo ar en
sadelpunkt for F.

Svar: Origo ar en sadelpunkt for F.
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7.7 Lokala undersdokningar - det allmdnna fallet

| foregaende avsnitt avgjorde vi karaktdren hos en stationar punkt till ett skalarfalt F i specialfallet att
punkten ar origo och F ges av ett polynom av grad 2 i sina variabler. | det har avsnittet studerar vi det
allmanna fallet, d.v.s. vi har ett godtyckligt skalarfalt F och en godtycklig stationar punkt, och vi skall
undersdka denna.

| princip kommer vi att 6verféra analysen till det enkla fallet i féregdende avsnitt genom att approxi-
mera funktionen med ett andragradspolynom nara den stationara punkten, och sedan studera ap-
proximationen med de metoder vi anvinde i forra avsnittet. Detta kommer att ge ratt resultat (det ar
nagot som maste bevisas!) i samtliga fall forutom de tva semidefinita fallen. | de fallen maste man
alltsa undersoka den stationara punkten pa nagot annat satt.

Den approximation vi anvander ar andra ordningens Taylorpolynom. For att kunna formulera approx-
imationen maste vi forst kdnna till begreppet Hessian. Om F: R™ — R &r ett skalarfalt sa dr Hessia-
nen n X n-matrisen med alla dess partiella andraderivator (ifall dessa existerar, givetvis):

0°F 0°F \

dx1%q 0x1 Xy,
Hx)=| o
\azF 0%F /

0xp X1 0xp Xy

Exempel. L3t F(x,y) = x2 siny. D4 ar

2siny 2xcosy)

2xcosy —x?siny

Gy = (

Notera att Hessianen kan betraktas som ett “matrisfalt”, d.v.s. som en funktion som till varje punkt i
rummet ordnar en matris. Dessutom kan anmarkas att H(X) ar en symmetrisk matris i varje punkt
om F € C? (vilket nastan alltid &r fallet).

7.7.1 Taylorutveckling

Vi kan nu formulera satsen om Taylorutveckling, men 13t oss forst paminna om sjalva idén bakom
Taylorutveckling (det &r samma idé som i envariabelanalysen). Vi har alltsa ett skalarfalt F: R™ - R
och vi vill approximera det med ett polynom i ndrheten av en given punkt a € R™. Anledningen ér,
precis som i en envariabelfallet, att polynom &r latta att arbeta med. Sa dven om F ges av ett inveck-
lat uttryck, sa kan vi analysera funktionens beteende nara a genom att betrakta dess Taylorpolynom i
punkten.

Malet &r saledes att hitta ett polynom som till varje punkt i nagon omgivning U av a € R™ approxi-
merar F:s varde i punkten. For att astadkomma detta maste vi bestimma oss for en metod for att
specificera punkter i U. Vi gor detta genom att infora en oberoende variabel h = (hy, ..., h;,) som ger
steget fran punkten a. Malet &r da att approximera F(a + h) med ett polynom i h4, ..., h;,.

| tva respektive tre variabler brukar man beteckna komponenterna hos vektorn h med (h, k) och
(h, k,1). 1 bilden nedan illustreras det tvaddimensionella fallet.
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Vi formulerar nu Taylorutvecklingen.

Sats. Antag att F € C3(U) dar U &r en 6ppen mangd i R™. Vilj etta € U. D3 &r
1
Fa+h)=F@)+VF@)-h+ EhTH(a)h +0(/h®

for varje vektor h € R".

Har gor vi approximationen

F(a+h)~F(a)+VF(a)-h+ %hTH(a)h (1)

och det satsen sager ar att felet da kan skrivas O(|h|3), d.v.s. felet kan skrivas pa formen B(h)|h|3
dir B: R™ — R &r begrdnsad i ndgon omgivning av origo. Speciellt gar felet mot noll da stegeth — 0,
d.v.s. da vi ndrmar oss punkten a.

Lasaren kanske nu undrar var polynomen kommer in i bilden. Malet var ju hela tiden att approximera
F(a + h) med ett polynom i h:s komponenter, men vad i all sin dar dr hégerledet i (1)? Ar det verkli-
gen ett polynom i h:s komponenter? Ja, det ar det.

Exempel

L&t F(x,y) = x? siny. Bestam Taylorutvecklingen av F kring punkten (1%)

T

Lésning: Vihar F (1,;) = 1. Eftersom VF(x,y) = (2x siny, x? cos y) &r vidare VF (1,%) = (2,0).

Slutligen ar Hessianen

2siny  2xcosy )
2xcosy —x2siny

HExy) = (

i allmanhet och i var punkt
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Darfor ar

F(1+h,z+k)=F(1

- )+ VF(13) (k) +%(h) ¢ °)mw+oamor =

2 k
1
= 1+ 2h + 2h? —Ekz +0((h, B)?).

Svar: F(1 +h, 2+ k) — 14 2h + 2h? —%kz +0( (R K)[3).

Approximationen i exemplet ar alltsd F (1 + h,% + k) ~ 1+ 2h+ 2h% - %kz dar hogerledet ar ett

polynom i (h, k), d.v.s. i steget vi gar fran punkten (1, %)

Notera att ettan i approximationen ar F:s varde i punkten (1%) Resten av hogerledet star salunda
for férdndringen nar vi gar steget (h, k) fran den punkten. Och om steget &r "litet”, d.v.s. om belop-

pet [(h, k)| = Vh? + k? 4r ”litet”, s& bér approximationen vara god, eftersom feltermen &r
O(|(h, k)|?) och darmed gar mot noll da (h, k) — (0,0).

Taylorapproximationen ar ganska intuitiv, atminstone “till 2/3”. Det &r ju klart attom h = (h, k) ar
ett litet steg sa ar

F(a+h) ~ F(a).

(Approximationen sa héar langt hade varit exakt om F varit konstant.) En battre approximation far vi
om vi tar med forsta ordningens korrektion, d.v.s.

F(a+h) = F(a)+VF(a)-h.

Skalarprodukten VF(a) - h &r ju lika med Z—ih + z—ik d.v.s. ”"sa mycket F 0kar per meter hoger vi gar

ganger sa manga meter at hoger vi gar plus sa mycket F 6kar per meter uppat vi gar ganger sa
manga meter uppat vi gar”. Ganska intuitivt. (Approximationen sa har langt hade varit exakt om F
hade haft konstant gradient.)

En dnnu béattre approximation far vi om vi dven tar med andra ordningens korrektion som i (1) ovan.
(Har kdnner forfattaren emellertid inte till nagon fullt lika enkel intuitiv forklaring, utan man far lita
pa det allmédnna resonemanget bakom Taylorutveckling vilket studenten bor vara fortrogen med
atminstone i envariabefallet.)

Exempel. | foregdende exempel kom vi fram till att F (1 + h,g + k) ~ 1+ 2h+ 2h? - %kz for sma
steg (h, k) dar F(x,y) = x? siny. Med ett enkelt variabelbyte (x = 1+ h, y = g + k) har vi alltsa

F(o,y) =1+ 2(x—1) 4+ 2(x — 1)? _%(y_g)z

nar (x,y) ar nara (1,%). Eftersom skalarfaltet F och polynomet i hogerledet &r approximativt lika i
narheten av (1, g) bor deras visualiseringar paminna om varandra. (Precis som, i envariabelfallet,

. x3 x5 X7 L . . . . .
grafernay =sinxochy = x — e + T véldigt “lika” nara origo.) Nedan visas grafen dels till

7!
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F, dels till approximationen, 6ver disken av radie 1 kring punkten (1,%). Tangeringspunkten (1,%, 1)

ar markerad med en gul boll.

7.7.2 Undersokning av stationar punkt

| det har avsnittet anvander vi (andra ordningens) Taylorutveckling som redskap for att undersoka
naturen hos en allmdn stationar punkt hos ett allmdnt skalarfalt. Eftersom (andra ordningens) Tay-
lorutvecklingen ar ett polynom av grad tva ar det atminstone tdnkbart att samma metoder som i det
"enkla fallet” som vi studerade tidigare kan anvandas.

S&dg nu att vi hittat en stationar punkt a till skalarfaltet F: R™ — R och att vi vill underséka denna. Vi
Taylorutvecklar darfor F kring punkten a, varvid vi erhaller

F(a+h)=F()+VF(@)-h +%hTH(a)h + 0(|h|®)

dar hogerledet, som bekant, ar ett polynom av grad 2 i komponenterna till h, sa ndr som pa restter-
men O(|h|3). Eftersom a ar en stationar punkt dr VF(a) = 0 s& att endast

1
F(a+h)=F(a)+ EhTH(a)h +0(h|®)
aterstar. Den vanliga omflyttningen ger
1
F(a+h)—F() = EhTH(a)h +0(/h®
dar hogerledet, sa nar som pa resttermen O(|h|?), dr en kvadratisk form. Det &r viktigt att komma

ihag att begreppen “lokal extrempunkt” och ”sadelpunkt” ar lokala till sin natur. Till exempel betyder
ju "lokalt maximum” att det finns ndgon omgivning av punkten i vilken punkten &r det storsta vardet;
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denna omgivning kan vara hur liten som helst. Vi tittar alltsa ndra punkten a, sa h ar ett litet steg.
. 1 . . ” o o o n
Den kvadratiska formen EhTH(a)h ar av storleksordningen “tva sma tal ganger varandra”, medan

resttermen O(|h|?) &r av storleksordningen “tre sma tal ganger varandra”. Darfor har vi
1
F(a+h)—F(a) = ZhTH(a)h

om bara |h| ar tillrackligt liten (vilket &r allt vi &r intresserade av!). Man kan darfér misstanka att
samma analys som vi gjorde i det “enkla fallet” ger ratt resultat dven har (t.ex. positiv definit kvadra-
tisk form ger strangt lokalt minimum).

Och det ar nastan sa val. Det stora problemet uppstar om den kvadratiska formen %hTH(a)h ar se-
midefinit. | sddana fall &r ju %hTH(a)h = 0ien hel riktning (t.ex. da h = (¢, 2t) i planet). Och jam-
fort med exakt noll ar det klart att resttermen O(|h|?) inte dr férsumbar! | dessa tva fall (positivt

semidefinit och negativt semidefinit) fungerar alltsa inte metoden med Taylorutveckling. | stillet
maste man understka den stationara punkten pa nagot annat sétt.

Det ar salunda uppenbart att den ”"enkla” metoden att bara undersdka den kvadratiska formen
%hTH(a)h inte fungerar om formen ar semidefinit. Det faktum att metoden fungerar i de 6vriga
fallen &r nagot som maste bevisas (dven om det forefaller troligt), och det gors sékerligen i ldsarens
ordinarie kursbok i flervariabelanalys. Dessa satser sager alltsa t.ex. att om %hTH(a)h ar positivt

definit s@ ar punkten a ett strangt lokalt minimum foér F (d.v.s., i princip: resttermen orsakar inget
problem).

Exempel
Bestdm alla stationdra punkter till F(x,y) = x* — xy + y* och undersék dessa.
Lésning: Gradienten ar

VF(x,y) = (4x3 — y,4y3 — x)

sa de stationdra punkterna ges av

4‘x3 —_ y =] 0
(x, y) 4y —x— 0 ;
— 3 _ 3
— { y=dx —_ { y =4x
x = 4(4x3)3 ¥ = 256x° —
— = 4x3
x,) = (0,0) eller { y -
(o) = (00 1= 256x8
— 11
(x,y) = (0,0) eller (x,y) =+ (E'E)'

Vi kommer att behova Hessianen

12x2 -1

Vi undersoker nu de tva stationara punkterna var for sig. | punkten (x,y) = (0,0) har vi
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grH@n =30 b( %)) =-n

som uppenbarligen ar indefinit; origo ar salunda en sadelpunkt for F. (Detta kunde vi ha sett direkt.
Hur?)

| bada punkterna (x,y) = £ G,%) far vi

1 1 3 1N/ 3 3 3 2
_hT = — = — 2 _ —_ 2:— 2 __ 2 =
ShTH@h =2 (h k)(_1 3)(k) > h? —hk + >k Z[h Shk +k

_3 (h ! k)2 4ok
"2 3 9
som ar positivt definit; alltsa ar bada punkterna stranga lokala minima.

.. . (11 .
Svar: F har en sadelpunkt i origo samt stranga lokala minimai + (E'E); det finns inga andra stat-

iondra punkter.

Exempel
Bestam alla stationdra punkter till F(x,y) = xye—xz—yz och undersdk dessa.
Lésning: Gradienten ar

VF(x,y) = (y — 2x2y,x — 2xy?)e ™" ~¥*

sa att de stationdra punkterna ges av

VF(x,y) =0 — {y =2x%y —
x = 2xy
2
— (x,y) = (0,0) eller { _ 2 —

—  wefoo(z5) (7R E R H @)

Sk
S

Hessianen ar

3y — _ _ 2.,,2
H(x,y)z( 4x°y — 6bxy 1—2x%2—2y? + 4x y) —x2-y?

1—2x% —2y? + 4x%y? 4xy3 — 6xy

| punkten (x,y) = (0,0) ar
1 1 0 1\(h
shTH@h =2 (] ) ()= hk

som ar indefinit, sa origo ar en sadelpunkt for F. | punkterna (x,y) = (\/1_ })

In@n ==k 0(2 %)(H)=-L-L
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som ar negativt definit, sa dessa punkter &r strdnga lokala maxima. Slutligen, i punkterna (x,y) =
1 1 .
Gl (ﬁ’ _\/_i) har vi

1 1 h2 kz
nen=go6 0@ ()=

som ar positivt definit sa att dessa tva punkter ar stranga lokala minima for F.

Svar: Origo ar en sadelpunkt, + (%%

stranga lokala minimipunkter; det finns inga andra stationara punkter.

. . — 1 1Y .
) ar stranga lokala maximipunkter och + (ﬁ' _\/_E) ar

Nedan visas dels ett fargat plan, dels grafen till funktionen F i senaste exemplet (grafen ar utdragen

med en faktor 5 i z-led for att géra den tydligare).

Exempel
Bestdm alla stationara punkter till F(x,y) = x3 + x? + 4y2 + 4xy och undersék dessa.

Lésning: Gradienten

VF(x,y) = 3x?>+2x +4y,8y +4x) = 0 —
{3x2+2x+4y=0 {3x2+2x+4y=0
— — —
2y+x=0 x = =2y
12y2=0 _
—_— {x Z gy = (x,¥) = (0,0)

sa origo ar den enda stationdra punkten till F. Hessianen

H(x,y) = (6x2— 2 ;1-)

i allmanhet sa i origo ar
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1 1 2 4\ /(h
T — — h2 2 _ 2
ShTH@h == (h k)(4 8)(k)—h + 4hk + 4k2 = (h + 2k)

som ar positivt semidefinit. Alltsa kan vi inte dra nagon slutsats om den stationadra punkten med hjalp
av Taylorutvecklingen av andra ordningen. (Taylorutvecklingen kring origo hade vi forstas inte behovt
harleda. Varfor?)

Problemet ar att den kvadratiska formen ar noll langs linjen h = —2k i hk-planet. Vi undersoker F:s
beteende langs denna linje, som parametriseras (x,y) = (0,0) + (—2t,t) = (—2t,t).

Vi far langs denna linje funktionsvardena
F(=2t,t) = (=2t)3 + (=2t)? + 4t + 4(—2t)t = —8t3

sa att bade positiva och negativa varden erhalles i varje omgivning av origo, dar funktionsvardet ar
noll. Tydligen ar origo en sadelpunkt.

Svar: Den enda stationara punkten ar origo, som ar en sadelpunkt.

Anmdrkning: Det &r kanske inte sa vanligt att studenter direkt inser det, men man kan ocksa redan
fran bérjan notera att F(x,y) = (x + 2y)? + x3 och sedan pa en gang papeka att vi langs linjen
(x,y) = (—=2t,t) har ”profilen” F(t) = t3 och didrmed har att géra med en sadelpunkt i origo. Lite

lattare hade kanske uppgiften “x2 + 2xy + y? + x3” varit.

7.7.2.1 Ett forvanansvdrt vanligt fel
Ett forvanansvart vanligt fel studenter begar ar att de behandlar likhetstecknet ”=" felaktigt. Betrakta
foljande korrekta utdrag ur en l6sning:

[...] I punkten (1,2) ar den kvadratiska formen
2h? + 4hk + 6k? = 2[h? + 2hk + 3k?] = 2[(h + k)? + 2k?]

som ar positivt definit, sa (1,2) ar ett strangt lokalt minimum fér F, och har ar F(1,2) = 7 (sag). [...]

Forvanansvart ofta ser man féljande tokigheter nar man rattar skrivningar:

[...] I punkten (1,2) &r den kvadratiska formen
2h% + 4hk + 6k? = h? + 2hk + 3k? = (h + k)? + 2k?

som ar positivt definit, sa (1,2) ar ett strangt lokalt minimum fér F, och har ar (1,2) = 7. [...]

Har har vi tva fel: Férsta felet &r ”2h? + 4hk + 6k? = h? + 2hk + 3k?” som inte 4r sant. Om t.ex.
h =k = 1stardet ju 12 = 6 vilket uppenbarligen ar fel. Férvisso ar det sant att man, nar man un-
dersoker en kvadratisk form, kan multiplicera/dividera hela formen med ett positivt tal utan att for-
mens teckenkaraktdr (t.ex. positivt definit) andras, men man kan ju inte fér den sakens skull havda
att likhet som tal galler!

Andra felet ar ”(1,2) = 7” vilket om majligt &r annu mer barockt. Likhetstecknet betyder ju att det
som star till vanster och det som star till hoger ar exakt samma matematiska objekt, t.ex. ar
1+ 1= 2o0ch(1,3) = (1,3) sanna utsagor, medan 1 + 1 = 3 och (2,1) = (1,0) &r falska utsagor.
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Utsagan ”(1,2) = 7” ar uppenbart falsk, eftersom en vektor aldrig kan vara exakt samma sak som ett
tal (det ar ju till och med olika sorters matematiska objekt)! Det studenten menar ar i stallet att
F(1,2) = 7, d.v.s. det tal som funktionen F ger ifran sig i punkten (1,2) ar lika med talet 7. F(1,2)
och 7 ar alltsa bada tal, och dessutom precis samma tal, sa man kan skriva likhetstecken mellan dem
och erhalla en sann utsaga.

Ovning

1. Forklara varfor féljande utdrag ar tokigt:

[...] Har &r den kvadratiska formen Q(h, k) = h? — k? som &r indefinit, ty t.ex. (1,0) = 1 och
0,1) = —1.

7.7.2.2 Ett annat vanligt fel

Ett annat vanligt fel ar att studenter sdger saker som ”punkten (1,2) &r positivt definit”, vilket ar me-
ningslost (en punkt kan inte vara ”positivt definit” — vad i all sin dar betyder det?!). Det studenten
menar ar "den kvadratiska formen (eller Hessianen) i punkten (1,2) ar positivt definit” eller liknande.
"Positivt definit” ar ju, som bekant, en egenskap hos en kvadratisk form (som t.ex. en Hessian).
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8 Optimering

Nu ar vi redo for ett av de tva huvudnumren i flervariabelanalysen.

Optimering gar ut pa att (om mojligt) hitta det stérsta och det minsta vardet hos ett skalarfalt pa en
given mangd. Ett optimeringsproblem har darfor tva ingredienser:

1. ettskalarfilt F: Dp > Rddr Dp c R"
2. enmadngdU c Dyg.

Uppgiften ar att hitta det storsta och minsta funktionsvardet av F(x) nar x € U —ifall dessa existerar
— samt ange var dessa varden antas. Det kan hdanda att storsta eller minsta varde saknas.

Mer precist kallar vi maxy¢y; F (X) for funktionens stérsta vdrde eller globala maximum, ifall det exi-
sterar. Symbolen "max,¢; F(X)” star for det storsta vardet i mangden {F (x): x € U} ifall det existe-
rar. Utsagan "y = maxyey F(X)” betyder salunda precis att (1) det finns ett a € U sadant att

y =F(a)och (2) F(x) < F(a) férallax € U.

En punkt a € U kallas for en global maximipunkt om F(a) = maXxyey F(X), vilket medfor att
F(x) < F(a) for allax € U. Pa motsvarande satt definieras funktionens minsta vdrde eller globala
minimum samt global minimipunkt.

8.1 Repetition av envariabelfallet
Vi ger nagra enkla envariabelexempel som uppvarmning.

Exempel. Lit f: R — R vara definierad av f (x) = x2 och It U = [—1, 1]. | s3dana fall &r storsta vir-
det av f pa U lika med 1, och bade x = —1 och x = 1 &r globala maximipunkter. Funktionens minsta
varde pa U ar 0 och det finns precis en global minimipunkt, namligen x = 0.

Exempel. L4t f: R - R vara definierad av f (x) = x2 och I3t U = ]—1, 1[. Nu saknas stdrsta virde, ty
givet varje tal y < 1 finns det ett tal a € U sadant att f(a) > y. A andra sidan, om y > 1 sa finns det
inget tal a € U sadant att f(a) = y. Sa inget tal &r funktionens stérsta varde. Daremot ar det fortfa-
rande sant att funktionens minsta varde ar 0 och detta antages endastix = 0.

Anmdrkning (*): Aven om stdrsta virdet max,.¢cy f(x) inte existerar i senaste exemplet s existerar
supremum sup,ey f(x) och ar lika med 1. Ett tal M sadant att f(x) < M for alla x € U kallas for en
majorant till f pa U, och supremum av f pa U definieras som den minsta majoranten. Detta tal exi-
sterar alltid (med konventionen att supremum &r “co” om det inte finns ndgon majorant alls). Till
exempel dr det klart att f(x) < 7 for allax € U, precis som f(x) < 3férallax € U och f(x) <1 for
alla x € U. Daremot ar det inte sant att f(x) < 0.7 féralla x € U. Alltsa ar talen 7, 3 och 1 —men
inte talet 0.7 — majoranter till f pa U. Mdngden av majoranter ar i det hér fallet [1, oo[. Den minsta
majoranten ar uppenbarligen 1, sa sup,¢y f(x) = 1.

Motsvarigheten for “minsta varde” kallas for infimum. Ett tal M sddant att f(x) > M forallaf € U
kallas for en minorant till f pa U, och infimum definieras som den stérsta minoranten. Detta tal exi-
sterar alltid (med konventionen att infimum &r ”—o0” om det inte finns nagon minorant alls).
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Exempel. Lat f: R — R vara definierad av f(x) = arctanx och Iat U = R. Nu saknas bade storsta
och minsta véarde av f pa U. (Men infimum ar — /2 och supremum arm/2.)

Vi kan alltsa inte stryka forutsattningen “kompakt” i féljande, mycket viktiga, sats:

Sats. Antag att f: Df - R (Dy < R) ar kontinuerlig och att U < Dy &r kompakt. Da existerar storsta
och minsta vardet av f pa U.

Om man har en kontinuerlig funktion pa en kompakt mangd vet man alltsa att funktionen har bade
ett storsta och ett minsta varde pa mangden. Detta gor optimeringsproblemet mycket lattare, som vi
skall se.

8.1.1 Optimering pa kompakt mingd
Sag att f(x) ar kontinuerlig pa ett kompakt intervall’ I; vi vet da att bade stérsta och minsta virde av
f pa I existerar, men hur bestdammer vi dessa?

Lat x € I vara en av funktionens globala maximipunkter (vi vet ju att det finns minst en sadan!) pa I.
Av definitionerna foljer det att x da dven ar en lokal maximipunkt. Eftersom x € I ar det klart att [
antingen ar en randpunkt eller en inre punkt till I. Om x ar en inre punkt och f ar deriverbar sa maste
x vara en stationdr punkt, sa f'(x) = 0. Detta intuitivt “uppenbara” resultat behandlade vi i avsnitt
7.5.1.1.

Alltsa, om x ar en maximipunkt sa ar x antingen en randpunkt eller en inre stationar punkt; dessa,
oftast ganska fa punkter, ar de enda kandidaterna. Det vi gor i praktiken &r att vi bestammer dessa
punkter och berdknar funktionsvardet i dem. Sedan valjer vi bara det storsta av dem.

P& motsvarande satt bestammer vi funktionens minsta varde.

Exempel. Betrakta funktionen f(x) = 2x3 — 5x? — 4x pa [—1, 4]; grafen visas nedan.

7 Varfér krangla till det?
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Eftersom f ar kontinuerlig och mangden ar kompakt sa finns garanterat storsta och minsta vérde. Vi
undersoker forst de inre stationdra punkterna. Derivatan

fl(x) =6x2—10x—4=0 — xz—Ex—E— —
5\° 49 5\° 49
— (x——) ——:0 — ( ——) = — —
6 36 6 36
5 7 1
— ——:+— — —_—
*T6" 76 xe{ 3'2}

| dessa punkter ar

f(-3)=5 r[@=-12

Sedan undersoker vi randen. Randen ir d[—1, 4] = {—1, 4} och hér ar
f(-1)=-3, f(4) =32

Av dessa fyra tal ar 32 storst och —12 minst. Darfor ar 32 funktionens storsta viarde pa mangden, och
detta antages (endast) i punkten x = 4; —12 ar funktionens minsta varde pd mangden, och detta
antages (endast) i punkten x = 2.

Exempel
Bestam (om de finns) stérsta och minsta varde av f(x) = 3x* + 4x3 — 12x2 pa [-1,1].

Lésning: Funktionen ar kontinuerlig och mangden ar kompakt, sa storsta och minsta varde existe-
rar. Vi undersoker forst de inre stationdra punkterna. Derivatan

f'(x) =12x3 +12x?> —24x =0 — x3+x2-2x=0 —
— x(x—1Dx+2)=0 — x €{-2,0,1}.

Det finns tydligen bara en inre stationar punkt, ndmligen x = 0, medan randpunkten x = 1 ocksa
rakar vara en stationar punkt till f pa R. | punkten x = 0 ar

f(0)=0.
Randen dr d[—1,1] = {—1, 1} och har &r
fC1D=-13, f(1)=-5.
Av dessa varden ar 0 storst och —13 minst.

Svar: Funktionens storsta varde ar 0 och detta antages (endast) i punkten x = 0. Funktionens
minsta varde dr —13 och detta antages (endast) i punkten x = —1.

Nedan visas grafen till f i exemplet.
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Ovningar

1. Ge ett enkelt exempel pa en funktion f: R = R och ett kompakt intervall I ¢ R sadant att
f:s storsta och minsta varde pa I bada antages pa randen d1.

2. Ge ett enkelt exempel pa en funktion f: R = R och ett kompakt intervall I € R sadant att
f:s storsta och minsta varde pa I bada antages i inre stationdra punkter.

3. Ge ett enkelt exempel pa en funktion f: R — R och ett slutet men obegrénsat intervall
I c R sadant att f saknar storsta varde pa I.

4. Ge ett enkelt exempel pa en funktion f: R — R och ett begrdnsat men inte slutet intervall
I R sadant att f saknar storsta varde pa I.

5. Ge ett enkelt exempel pa en funktion f: R — R och ett intervall I som inte ar slutet, sadan
att f anda har bade storsta och minsta varde pa I.

6. Ge ett enkelt exempel pa en funktion f: R — R och ett intervall I som inte dr begransat, sa-
dan att f anda har bade storsta och minsta varde pa I.

8.2 Flervariabelfallet
Studera féljande inledande exempel.

Exempel. Betrakta funktionen F (x,y) = y pa mangden U = [0,1] X [0, 1] (rita!). Funktionens minsta
varde ar uppenbarligen 0 och detta antages langs x-axeln. Ddremot saknas storsta varde, ty givet
vilket ¢ < 1 som helst finns det ett a € U sadant att f(a) > ¢, menom ¢ > 1safinnsingeta € U
sadant att f(a) = c. "Problemet” har &r tydligen att “randbiten” [0,1] X {1} inte tillhér mangden,
d.v.s. att U inte ar sluten.

Exempel. Betrakta funktionen F(x,y) = x pd R2. Har saknas saval stdrsta som minsta vérde, ty givet
vilket ¢ € R som helst sa finns det ett a € R? sddant att F(a) < c och ett b € R? sadant att
F(b) > c.”Problemet” har ar tydligen att mangden &r obegransad.

Ovanstaende exempel visar att vi inte kan stryka forutsattningen "kompakt” i satsen nedan.
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Sats. Antag att F ar ett kontinuerligt skalarfalt pa den kompakta mangden U c R™. D3 antar F bade
ett storsta och ett minsta varde pa U.

Alltsa: har man en kontinuerlig funktion pa en kompakt mangd, sa vet man helt sdkert att funktionen
har saval ett storsta som ett minsta varde pa U.

8.2.1 Optimering pa kompakta mingder
Lat F vara ett kontinuerligt skalarfalt definierat (3tminstone) pa den kompakta mangden U. Vi vet att
F har bade ett storsta och ett minsta varde pa U, men hur bestdmmer vi dessa?

| princip pa exakt samma satt som i envariabelfallet. | fortsattningen utgar vi ifran att F ar partiellt
deriverbar, sa att vi kan berakna dess gradient.

Lat a € U vara en av funktionens globala maximipunkter (vi vet ju att det finns minst en sadan!). Det
ar klart att a ocksa ar en lokal maximipunkt. Antingen ar a en randpunkt till U, eller sa ar det en inre
punkt. | senare fallet maste a vara en stationar punkt, eftersom det ar en lokal maximipunkt. (Detta

intuitivt “uppenbara” resultat behandlade vi i avsnitt 7.5.2.) Med andra ord ar VF(a) = 0.

For att hitta en funktions globala maximum och minimum behéver man allts3, i praktiken, géra som
mest tva saker. Om mangden har inre punkter sa borjar man med att satta funktionens gradient till
noll, for att hitta de stationara punkterna till skalarfaltet (dtminstone de som ligger i det inre av
maéangden). Sedan undersdker man randen separat; detta ar nastan alltid ett enklare problem. Nar
man hittat alla inre stationara punkter samt (kandidater till) max och min pa randen, sa jamfor man
alla dessa punkter, och valjer ut de som ger storsta och de som ger minsta funktionsvardet.

Nar man satter gradienten till noll (vilket man bara gér om U har inre punkter!) finner man alla stat-
iondra punkter till F, dven de som (eventuellt) ligger utanfér mangden U som vi undersdker. Sadana
kandidater ar forstas irrelevanta for oss, och forkastas. Om en stationar punkt till F rakar ligga precis
pa randen till U, sa det inte en inre stationar punkt, men den ar ju anda intressant for oss, sa vi beh6-
ver inte forkasta den (men vi kan ocksa vélja att géra det, for vi kommer garanterat att uppticka den
pa nytt nar vi undersoker randen separat — kom ihag att héjdprofilen for en cykelbana genom en
bergstopp har ett maximum pa bergstoppen).

Nar det ar dags att undersoka randen brukar man parametrisera den, varvid man erhaller ett optime-
ringsproblem av ldgre dimension. Detta ar, atminstone i teorin, ett enklare problem. (Ofta bestar
randen av flera delar som naturligt undersokes var for sig.)

8.3 Exempel med optimering i planet
| det har avsnittet ger vi exempel pa optimeringsproblem i planet. Dessa problem har tva ingredien-
ser:

1. ett plant skaldrfilt F: D —» R dar D ¢ R?
2. ettomrade U c Dy iplanet.

Uppgiften ar att, om majligt, bestdamma storsta och minsta vardet av F pa U samt ange var pa U
dessa varden antages.
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8.3.1 Max och min pa kurva i planet

Innan vi ger oss i kast med det fullstandiga optimeringsmaskineriet varmer vi upp med det lattaste
fallet, namligen nar U ar en kurva (som saknar inre punkter). Eftersom en kurva ar en endimensionell
”sak” far vi i praktiken ett envariabelproblem efter att vi parametriserat kurvan. Lat namligen kurvan
vara bilden r([a, b]) dar r: R - R? &r parametriseringsfunktionen. D3 &r g(t) = F(r(t)) "tempera-
turen klockan t” pa var vandring langs kurvan, sa vi behover bara hitta max/min av envariabelfunkt-
ionen g = F or pa intervalet [a, b].

Exempel
Bestam (om mojligt) storsta och minsta virdetav F(x,y) = x + y? pdy =x2%, -1 <x < 1.

Losning: LatT beteckna parabelbiten i fraga. (Eftersom F ar kontinuerlig och I" ar kompakt sa finns
sakert® storsta och minsta virde.)

Vi parametriserar I' med x som parameter, d.v.s. I dr bilden av [—1, 1] under (x,y) = (x, x2). Vi
erhaller funktionsvardet

g(x) = F(x,x?) = x + x*.

Vi skall sdlunda hitta max och min av g(x) nar x € [—1,1]. Derivatan

1 1
"X)=1+4x3=0 — 3=__ — = —
g (x) X x 4 e 3\/2
som liggeri[—1, 1] och har &r
1 1 1
g (— 3—) Y ey
V4 V4 3256
| andpunkterna x = —1 och x = 1 har vi
g=n=0  g)=2
Vi noterar att
! Ar 1 <0<?2
V4 3256
varvid vi ar klara.
Svar: Funktionens minsta virde dr — == + ——— och detta antages (endast) i (—L L) Funktion-
- 32 ' 3256 & 2316

ens storsta varde ar 2 och detta antages (endast) i (1,1).

Nedan visas dels den tvadimensionella situationen (med kurvan I' och ett fargat plan for F) samt
envariabelfunktionen g som ger “temperaturprofilen” langs ”cykelbanan”.

® Ordet ”sikert” &r overflodigt och togs har endast med av pedagogiska skal! | fortsattningen kommer vi prata
"matematiska” och helt torrt konstatera att “stérsta och minsta varde existerar”.

83/163



http://www.rejbrand.se/

ANDREAS REJBRAND 2014-06-05 Matematik
http://www.rejbrand.se

Exempel
Bestam (om majligt) stérsta och minsta virdet av F(x,y) = xy3 p3 enhetscirkeln.

Lésning: (Funktionen ar kontinuerlig och enhetscirkeln ar kompakt, sa storsta och minsta varde
existerar.) Enhetscirkeln kan parametriseras (x,y) = (cost, sint) och funktionsvardet vid t ar

g(t) == F(cost,sint) = costsin®t.

Derivering ger

g'(t) = 3cos?tsin?t —sin*t = sin?t (3cos?t —sin?t) =0 ==
— sint =0 eller sin?t = 3cos?t —
— t=nm eller tan?t=3 —
s s
— t=nm eller t=§+n7r eller t= —§+mt.

| dessa stationara punkter (till g) har vi, under férsta varvet [0, 27|,

g(0) =0, 9(§)=¥' 9(29:_%
sm=0. o()=22 4(F)--22

Svar: Storsta vardet % antages (endast) i punkterna + G,?) Minsta vardet — % antages (end-

ast) i punkterna + (%, —‘/;)

Nedan visas dels den tvadimensionella situationen (med enhetscirkeln och ett fargat plan for F) samt
envariabelfunktionen g som ger “"temperaturprofilen” langs ”cykelbanan”.
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Ovning

1. Enhetscirkeln ar ju (t.ex.) bilden av intervallet [0,27t[ under (x,y) = (cost,sint). Vi skall
darfor hitta max/min av g(t) nar t € [0,27[. Varfér behdver vi inte undersdka dndpunkterna
t = 0 och t = 27 separat? Varfor racker det med att satta g'(t) = 0?

Exempel
Bestam (om mdjligt) stérsta och minsta vardetav F(x,y) = x —y ddx? + y2 —4x = —3 och x > 2.
Lésning: Eftersom x? + y? — 4x = =3 & (x — 2)2 + y? = 1 &r méangden den (slutna) hégra hal-

van av cirkeln med radie 1 kring (2, 0). (Denna ar kompakt och F ar kontinuerlig, sa storsta och
minsta varde existerar.)

Halvcirkeln &r bilden r ([—g%]) darr(t) = (2 + cost, sint) sa vi skall hitta max/min av g(t) :=

F(2 + cost,sint) = 2 + cost — sint pa [—%g] Derivatan
’ . . T
g'(t) = —sint —cost =0 © sint = —cost &t = —Z+nn

och av dessa stationara punkter ar det endast t = — % som tillhor [— %,%] Har ar

g(—%)=2+\/§>3.

| andpunkterna har vi

Svar: Stérsta vardet 2 + /2 erhalles (endast) i (2 + iz, = %

2,1).

). Minsta vardet 1 erhalles (endast) i
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Nedan visas dels den tvadimensionella situationen (med halvcirkeln och ett fargat plan for F) samt

envariabelfunktionen g som ger “temperaturprofilen” langs ”cykelbanan”.

8.3.2 Max och min pa tvadimensionellt omrade i planet
Vi betraktar nu fallet dar mangden vi skal optimera over ar ett tvadimensionellt omrdde i planet. Nu
behoéver vi det fulla maskineriet.

Exempel

Bestdm (om mojligt) storsta och minsta vardet av F(x,y) = (x + y)e"‘z‘yZ paD ={(x,y) €
R%:x >0,y > 0,x2 +y? < 1}.

Lésning: F ar kontinuerlig och D ar kompakt, sa storsta och minsta varde existerar.
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Vi bestammer forst de inre stationdra punkterna. Gradienten

VF(x,y) = (1 — 2x% — 2xy,1 — 2y% — 2xy)e "V =0 —
{1—2x2—2xy=0 {1—2x2—2xy=0
— —
1-2y2—2xy=0 x? = y?2,

x% = y? betyder att x = +y.Om x = y harvi 1 — 2x? — 2x? = 0 som ger x = i%, s& i(%,%) ar

stationdra punkter till F. Om x = —y har vi & andra sidan 1 — 2x? + 2x2 = 0 som &r ett falskt pasta-
ende, sa x # —y. Darfor ar

FE=0 =  @n=x(5s)

Av dessa stationara punkter dr det emellertid endast (E’E) som tillhor D. Har ar funktionsvardet

Randen bestar av tva linjestycken och en kvartscirkel, vilka vi nu undersoker var for sig.

Linjestycket [0, 1] X {0} kan parametriseras (x,y) = (t,0) dart € [0,1], och funktionsvardet &r har
F(t,0) = te~t*. Viskall alltsa hitta max och min av gt = te~t® pa [0,1]. Detta ar ett envariabel-

problem. Derivatan g'(t) = (1 — 2t2)e‘t2 =0et= iiz. Av dessa tva stationadra punkter &r det

. _ 1 —_— 1 - 5
emellertid endast t = 7 Som tillhér [0,1]. Denna punkt svarar mot punkten (ﬁ’ 0) och har ar funkt

ionsvardet

1y 1 . 1
(B -% 7

| andpunkterna t = 0 och t = 1, vilka svarar mot (0,0) och (1,0), har vi g(0) = 0 samt g(1) = 1/e.

Linjestycket {0} X [0, 1] kan parametriseras (x,y) = (0,t) dar t € [0,1] och funktionsvardet ar har

L ) med funktionsvardet 1//2e

F(0,t) = te~t”. Helt analoga rakningar ger darfor kandidaten (0'«/_5

samt andpunkterna F(0,0) = 0 (igen!!) och F(0,1) = 1/e.

Kvartscirkeln x2 + y2 = 1,x > 0,y > 0 kan parametriseras (x,y) = (cost,sint) dirt € [0,7/2],
och funktionsvardet ar har F(cos t,sint) = (cos t + sint)e™ 0" t=sin*t = (cost + sint)e™1. Vi
skall alltsa hitta max och min av envariabelfunktionen h(t) = (cost + sint)e~! pa [0, 7/2]. Deriva-
tan h'(t) = (—sint + cost)e™! = 0 & sint = cost © t = m/4. Denna punkt svarar mot

(x,y) = (%,%) och har &r funktionsvardet h(r/4) = v/2/e. Andpunkternat = 0 och t = /2
behover i praktiken inte undersdkas, eftersom dessa svarar mot de redan undersodkta punkterna
(1,0) respektive (0,1).

Samtliga kandidater ar markerade i bilden nedan.
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Jamforelse. Vi noterar att kandidatvardena uppfyller

1 1 V2 1
0<—<— < —

<—<—
e 2e e e

Svar: Funktionens minsta varde ar 0 och detta antages (endast) i origo. Funktionens storsta varde ar

1 (1 1
NG och detta antages (endast) i (5,5).

N . . N L s 1 1) .. . N
Nedan, 6verst, visas ett fargat plan for F. | den har bilden “ser” vi att (E’E) ar ett lokalt maximum for

F, att de tva rata linjestyckena samt kvartscirkeln far hogsta vardet i deras “inre” kandidater (lokala
maxima for “temperaturprofilerna”), samt att temperaturen ar “pa vag” att sjunka nar vi gar ifran
omradet (och langst nere till vanster hinner det bli ganska “kallt”).

Underst, till hoger, visas "temperaturprofilen” for de tva rata linjerna (de har ju samma profil); till
vanster visas "temperaturprofilen” for kvartscirkeln.
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Exempel

Bestam (om majligt) stérsta och minsta vardet av F(x,y) = xe¥ ™ pa D = {(x,y) € R%:x >0,y >
0,x+y<1}

Lésning: F ar kontinuerlig och D ar kompakt, sa storsta och minsta varde existerar.
Vi bestamer forst de inre stationadra punkterna. Gradienten
VFE(x,y) =1 —x,xe¥y™)e?¥™* =0 — x=0 och x=1
sa stationara punkter saknas. Randen bestar av tre linjestycken, vilka vi nu undersoker separat.

Linjestycket [0, 1] X {0} kan parametriseras (x,y) = (t,0) dér ¢t € [0,1] och hér &r funktionsvérdet
g(t) = te~t. Derivatan g'(t) = (1 —t)e™" = 0 & t = 1 som &r hégra dndpunkten. Har &r
g(1) = e~ . | vdnstra dndpunkten ar g(0) = 0.

Linjestycket {0} X [0, 1] kan parametriseras (x,y) = (0, t) dar t € [0,1] och héar &r funktionsvérdet
identiskt noll.

Det sneda linjestycket x > 0,y = 0,x + y = 1 kan parametriseras (x,y) = (t,1 —t) dart € [0,1]
och hér ar funktionsvirdet h(t) = te'~2t. Derivatan h'(t) = (1 — 2t)e' 2! = 0 & t = 1/2. Denna
punkt svarar mot (x,y) = (1/2,1/2) och hir &r funktionsvirdet h(1/2) = 1/2. Andpunkterna

t = 0 ocht = 1 behover inte undersokas, eftersom dessa svarar mot de redan undersokta punkterna
(1,0) och (0,1).

Svar: Funktionens minsta varde ar 0 och detta antages (endast) pa {0} X [0,1]. Funktionens stérsta

varde ér%och antages (endast) i punkten G%)

Exempel

Bestam (om majligt) stérsta och minsta virdet av F(x,y) = x? + y? + x pa enhetsdisken
D ={(x,y) € R>:x? + y? < 1}.

Lésning: F ar kontinuerlig och D dr kompakt, sa storsta och minsta varde existerar.
Vi bestamer forst de inre stationdra punkterna. Gradienten
1
VF(x,y) = 2x+1,2y)=0 — (x,y) = (—§,0>
som ar en inre punkt, och darmed en kandidat. Har ar
F( ! 0) = !
2" 4
Vi undersoker nu randen x? + y? = 1 (enhetscirkeln). Denna kan parametriseras r(t) =

(cost,sint) dart € [0,27], sa vi vill hitta stérsta och minsta varde av g(t) := F(cost,sint) =
cos?t +sin?t + cost = 1 + cost pa [0, 2r[. Vi inser direkt att stérsta vardet erhalles nar t = 0,
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d.v.s. i punkten (1, 0), och detta varde ar g(0) = 2, samt att minsta vardet erhalles nart = m, d.v.s. i
punkten (—1, 0), och detta varde ar g(m) = 0.

Svar: Minsta vardet ar — % och erhadlles (enbart) i (— %, O). Storsta vardet ar 2 och erhalles (enbart) i
(1,0).

Nedan visas ett fargat plan for F tillsammans med enhetsdisken.

8.3.3 Repetition av resonemanget

Vi har nu gett nagra inledande exempel pa optimering av plana skalarfalt F 6ver kompakta mangder
D. Tillvagagangssattet har alltid varit detsamma: forst satter vi skalarfaltets gradient VF till noll for
att finna inre stationara punkter, och sedan har vi undersékt randen dD (som ett nytt, separat, pro-
blem).

Hur vet vi att den har metoden fungerar? Vi har faktiskt gatt igenom det ganska noggrant, men for
sakerhets skull ger vi har en repetition av resonemanget.

Det resultat vi anvander oss av ar féljande, dar (x, y) ar en godtycklig punkt i mangden:

(x,y) ar en inre stationar punkt
(x,y) ar en intressant punkt eSS eller
(x,y) ar en randpunkt.

(Med "intressant punkt” menar vi en kandidat till extrempunkt.) For att bevisa denna implikation kan
vi lika gdrna bevisa dess kontrapositiva motsvarighet:

(x,y) dren inre punkt som inte &r stationar — (x,y) ar en ointressant punkt.

Men denna implikation &r intuitivt “uppenbar”, ty om (x, y) inte &r en stationar punkt sa ar skalarfal-
tets gradient VF (x, y) nollskild i punkten, sa vi har en positiv riktningsderivata i gradientens riktning,
t.ex. i riktningen (1,2). Da har vi ocksa en lika stor negativ riktningsderivata i motsatta riktningen,
t.ex. (—1,—2). Sa om vi gar i riktningen (1,2) 6kar "temperaturen”, och om vi gar i riktningen

(=1, —2) minskar “temperaturen”. Darfor innehaller varje omgivning av punkten bade stérre och
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mindre funktionsvarden. Och eftersom punkten dr en inre punkt sa finns det en omgivning till
punkten som ligger helt i mangden U. Saledes finns bade stérre och mindre funktionsvardeni U, sa
punkten ar inte en global extrempunkt (eller ens en lokal sadan).

Ett lite mer handviftande (och betydligt simre) resonemang ar som foljer: nar vi satter gradienten VF
lika med noll sa hittar vi skalarfaltets egna bergstoppar- och dalar. De (av dessa) som ligger i mang-
den &r forstas kandidater till att vara hogsta respektive ldgsta “h6jden” i omradet vi undersoker. Se-
dan undersoker vi hela randen som en separat uppgift. Om vi t.ex. har en enskild bergstopp i mitten
av omradet, sa ar denna hogst upp, och lagsta héjden bor da intréffa ndgonstans pa randen, dar vi
"hugger av” omradet.

8.3.4 Max och min pa kurva i planet (igen)

Vi avslutar avsnittet om tvadimensionell optimering med att ga tillbaka till det enklaste fallet, nar vi
skall hitta max och min langs en kurva i planet. Anledningen ar framst att forfattaren vill fa en chans
att kommentera ett av de allra vanligaste felen som studenter begar.

Exempel

Bestam (om majligt) stérsta och minsta virdet av F(x,y) = x? + y? + x pa enhetscirkeln
S={(x,y) € R%:x? +y% = 1}.

Lésning: (F ar kontinuerlig och S ar kompakt, sa storsta och minsta varde existerar.)

Enhetscirkeln kan parametriseras (x,y) = (cost,sint) dar t € [0,27], sa vi vill hitta stérsta och
minsta varde av g(t) := F(cost,sint) = cos®t + sin®t + cost = 1 + cost pa [0, 2x[. Vi inser
direkt att storsta vardet erhalles nar t = 0, d.v.s. i punkten (1, 0), och detta véarde dr g(0) = 2, samt
att minsta vardet erhalles nar t = m, d.v.s. i punkten (—1, 0), och detta varde &r g(m) = 0.

Svar: Minsta vardet ar 0 och erhalles (enbart) i (—1,0). Storsta vardet ar 2 och erhalles (enbart) i
(1,0).

Det har ser man inte sallan ndr man rattar skrivningar:

Ett mycket vanligt fel

Bestdm (om majligt) stérsta och minsta vérdet av F(x,y) = x? + y? + x pa enhetscirkeln
S={(x,y) € R%:x% +y% =1}.

Lésning: F ar kontinuerlig och S ar kompakt, sa storsta och minsta varde existerar.

Vi bestamer forst de inre stationdra punkterna. Gradienten
1
VF(X,Y)=(ZX+1,2}/)=O — (X,}’)=(—E,0)

men den ligger inte pa enhetscirkeln.

Vi undersoker nu randen. Enhetscirkeln kan parametriseras (x, y) = (cost,sint) dart € [0,27], sa
vi vill hitta stérsta och minsta vérde av g(t) := F(cost,sint) = cos®t + sin®t + cost = 1 + cost
pa [0, 27[. Vi inser direkt att stérsta vardet erhalles nar t = 0, d.v.s. i punkten (1, 0), och detta virde
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ar g(0) = 2, samt att minsta vardet erhalles nar t = m, d.v.s. i punkten (—1, 0), och detta vérde ar
g(m) = 0.

Svar: Minsta vardet &r 0 och erhalles (endast) i (—1,0). Storsta vardet ar 2 och erhalles (endast) i
(1,0).

Har borjar studenten med att satta gradienten till nollvektorn, vilket ar helt onddigt. Kom ihag att vi
satter gradienten till noll fér att hitta de inre stationdra punkterna. Dessa punkter, tillsammans med
randpunkterna, ar ju de enda kandidaterna till max- och minpunkter. Men en kurva i planet, som
t.ex. enhetscirkeln, har ju inga inre punkter (i stallet ar varje punkt en randpunkt)!! Att leta efter stat-
iondra inre punkter nar det inte finns nagra inre punkter dr som att leta efter en bla Volvo i en Saab-
affar. Och sedan, nér vi undersdker “randen” sa undersoker vi ju faktiskt hela mangden, sa det ar
klart att allt vi gjort tidigare har varit gjort i onédan!!

Man kan ocksa se det sa har: Nar vi satter gradienten till noll hittar vi F':s alla stationdra punkter —i
synnerhet alla max och min — i hela planet. De allra flesta av dessa ligger forstas inte pa enhetscir-
keln. Visst, det kan hdnda att nagon av dem faktiskt ligger pa enhetscirkeln, men denna punkt kom-
mer vi ju anda att upptécka i ndsta steg nar vi undersoker F pa enhetscirkeln. Och vi maste naturligt-
vis undersoka F pa enhetscirkeln eftersom “en cykelbana kan ha en hogsta punkt som inte ligger pa
en bergstopp” (jfr avsnitt 7.5.2.2).

8.4 Exempel med optimering i rummet
Optimering i rummet fungerar pa samma satt som optimering i planet. Ett optimeringsproblem i
rummet har tva ingredienser:

1. ettskalarfalt F: D - Rdar Dp c R3
2. ettomrade U C Dy i rummet.

Uppgiften ar att, om mojligt, bestimma storsta och minsta vardet av F pa U samt ange var pa U
dessa varden antages.

8.4.1 Max och min pa kurva i rummet
Det lattaste ar om mangden U ar en kurva i rummet; via parametrisering erhaller vi da ett endimens-
ionellt optimeringsproblem.

Exempel

Bestam (om majligt) stérsta och minsta virde av F(x,y, z) = zx? — 2yx + 4x — 3y pa r([0,1]) dar
r(t) = (t,t%,t2).

Lésning: (F ar kontinuerlig och mangden ar kompakt, s max och min existerar.)
Funktionsvardet vid parametervardet t ar
g) =t*—2t3 —3t? + 4t

och derivatan

1
g'(®)=4t>—6t>*—6t+4=0 = tE{—LE.Z}-
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L . 1.,
Av dessa stationara punkter ligger endast t = S| intervallet [0,1]. Denna punkt svarar mot punkten

11 1), . . .
(— = —) i rummet, och har ar funktionsvardet

2’4’4
1 17
5(G) =%
| andpunkterna (0,0, 0) respektive (1,1, 1) &r
9(0)=0, g(1)=0.
Svar: Minsta vardet dr 0 och erhalles (endast) i (0,0,0) och (1,1,1). St6rsta vardet ar % och erhalles

(endast) i (l £ 1).

2’4’4

8.4.2 Max och min pa yta i rummet
Problemet att hitta max och min pa en yta i rummet reduceras via parametrisering av ytan till pro-
blemet att hitta max och min pa ett tvadimensionellt omrade, nagot vi redan beharskar.

Exempel

Bestam (om mdjligt) stérsta och minsta virde av F(x,y,z) =x+y —zpd 2 :={(x,y,z) e R3:z =
x?+y?%,z<1}.

Lésning: X &r den del av paraboliden z = x? + y? dar z < 1. (Denna méangd &r kompakt, och F &r
kontinuerlig, sa storsta och minsta varde existerar.)

Paraboloden kan parametriseras med x och y som parametrar, d.v.s. via (x,y,z) = (x,y,x% + y?).
Parameteromradet &r da den slutna enhetsdisken D © R2. Vi skall allts& hitta max/min av

Ge,y)=x+y—x*—y?

pa D. G ar kontinuerlig och D ar kompakt, sa storsta och minsta varde existerar, och kan endast an-
tagas i inre stationdra punkter samt pa randen.

Gradienten

11
VG(x,y) =(1-2x,1-2y)=0 — (x,y) = (E'E)

som tillhor D. | denna punkt, vilken svarar mot G,%,%) € X, ar funktionsvardet

1
G(x,y) = >

Randen dD &r enhetscirkeln som kan parametriseras (x,y) = (cost, sin t). Funktionsvardet vid pa-
rametervdrdet t ar

T
g(t) == cost +sint — cos?t —sin®t = cost + sint — 1 =\/§sin(t+z)—1
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och vi ser direkt att stérsta virdet &r V2 — 1 och erhalles da t = 1 /4, viket svarar mot punkten

1 1 .. 1 1 . N . . .
(ﬁ'ﬁ) € dD, som i sin tur svarar mot (x/_i’ﬁ’ 1) € ¥; minsta virdet &r —/2 — 1 och erhélles da
t = — 31 /4, vilket svarar mot punkten — (%,\/%) € dD, som i sin tur svarar mot (—\/%, —\/%, 1) € 2.

Svar: Minsta virdet d&r —/2 — 1 och erhélles (endast) i ( . Storsta vardet ar % och er-

halles (endast) i G,%,%)

Exempel

Bestam (om majligt) stérsta och minsta virde av F(x,y,z) = x? + 2y? + z2 — z pa enhetssfiren.
Lésning: (Enhetssfaren ar kompakt och F ar kontinuerlig, sa storsta och minsta varde existerar.)
Enhetssfaren &r bilden r([0, 7] X [0,27[) av rektangeln [0, r] X [0,27[ under

sin @ cos ¢
r(6,p)=e (sin 6 sin (p).
cos 6

Funktionsvardet vid (6, @) ar
G(6,¢) =F(r(6,¢)) =1+ sin?#sin? ¢ — cos
och vi skall alltsa hitta max och min av G(6, ) pa [0, ] X [0,27[. Gradienten

VG, ) = (2sin6 cos O sin® ¢ + sinf,2sin? O sinp cos @) = 0 —
. . 2 _
{smﬁ (2cosfsin“p+1) =0
sin? @ sing cos @ = 0.
Om sin @ = 0 sa befinner vi oss pa randen till rektangeln i parameterplanet, och (faktiskt!) i de tva
polerna pa sfaren; har ar funktionsvardena F(0,0,1) = 0 respektive F(0,0,—1) = 2.

Omsin@ # 0sa ar

{2cos€sin2<p+1 =0
sin¢g cos ¢ = 0.

Sista ekvationen kraver att ¢ ar en heltalsmultipel av /2, sa vi far ¢ € {0,%, T, 7”} Forsta ekvation-
en ger en motsagelse, emellertid, i fallen ¢ € {0, 7} sa i sjdlva verket aterstar bara {%f} | bada

fallen ger forsta ekvationen cos@ = — 1/2, d.v.s. 8 = 2m/3. Vi har darf6r funnit de tva inre station-

V3

2T T 1 a ..
3’2 = 5) pa enhetssfaren och

era punkterna ( 3 2) och (2_7:)3711). Dessa svarar mot punkterna (0 +

3 ) —_
har ar funktionsvardena G (2?11)%) =G (2?”,37”) = §(> 2).

Svar: Funktionens minsta varde &r 0 och erhalles (endast) i (0,0,1). Funktionens storsta varde ér%

och erhalles (endast) i (0, + \/;, - %)
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Nedan visas ett fargat plan fér G. Nordpolen svarar mot 8 = 0, och hér dr “temperaturen” 0; sydpo-

len svarar mot 8 = m och har ar "temperaturen” 2.

8.4.3 Max och min pa tredimensionellt omrade i rummet
Nu kommer vi till “riktig” tredimensionell optimering.

Exempel

Bestam (om mdjligt) storsta och minsta virde av F(x,y,z) = x?+y+zpd U == {(x,y,2) €
R3:x2+y2<z<1}.

Lésning: U ar den del av rummet som ligger ”innanfér eller p&” paraboloiden z = x2 + y2 och ”un-
der eller pa” planet z = 1.
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Mangden U ar kompakt och F kontinuerlig, sa storsta och minsta varde existerar och kan endast
erhallas i inre stationara punkter eller pa randen. Gradienten VF(x,y, z) = (2x, 1, 1) ar aldrig lika
med nollvektorn, sa stationara punkter saknas.

Det aterstar att bestimma storsta och minsta vardet av F pa randen dU av omradet. dU kan pa ett
naturligt satt delas in i tva delar: 9U = P U D dar P = {(x,y,z) € R3:x%2 + y? = z,z < 1} 4r para-
boloidbiten och D = {(x,y,z) € R3: x? + y? < 1,z = 1} 4r disken som utgér omradets “tak”. No-
tera att dessa inte ar disjunkta, utan att de har cirkeln S = {(x,v,2z) € R3:x? + y?2 = 1,z = 1} som
en gemensam “rand”’. Vi bestimmer kandidater till max och min pa P och D separat; unionen av
dessa kandidater utgor da en fullstandig samling kandidater till det ursprungliga problemet att hitta
max och min p& hela randen.™

° Notera att vi hir inte anviander ordet “rand” i dess vanliga betydelse som vi anvant tidigare. (Till exempel &r ju
0P = P och dD = D.) Daremot bor lasaren inse det naturliga i att kalla S for “randen” till P (och till D). Vi
kommer inte att ge nagon precis definition av det har nya randbegreppet, emellertid. Daremot bor lasaren
notera att S ar bilden av randen (i vanlig mening) till parameteromrdédet i respektive parametrisering av P och
D som vi ger inom kort.

9 F5r att detta skall fungera kan vi mycket val krava att P och U &r disjunkta, och ddrmed ta bort S fran endera
mangden. Men det gor vi inte, eftersom vi tycker det ar trevligt att P och D ar kompakta mangder. Daremot
behover vi i praktiken inte undersdka S tva ganger.
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Parabelbiten

Vi skall bestdmma max och min av F pa P. Vi borjar da, som alltid, med att parametrisera P. Vi valjer
att anvinda x och y som koordinater, s3 att P = r(P) dar r: R? - R® &r definierad av r(x,y) =

(x,y,x% + y?) och dar P c R? 4r den slutna enhetsdisken i planet. Vi erhaller (G := F o r) funkt-
ionsvardena

G(x,y) = F(x,y,x2 +y%) = 2x? + y + y2.

Vi skall allts& hitta max och min av G(x,y) pa P. Gradienten

VG(x,y) = (4x,1+2y) =0 — (x,y) = (0, —%)

. . e R 11 . . .
Den har stationara punkten tillhor P och svarar mot punkten (0, — E'Z) € U. Har ar funktionsvardet

G (0 1) 1
©2) 4
Vi behover ocksd undersoka randen 9P, d.v.s. enhetscirkeln, separat. Bilden av denna &r cirkeln S,
som vi véljer att vantar med att undersoka.

Disken

Vi skall bestamma max och min av F pa D. Vi borjar da, som alltid, med att parametrisera D. Vi valjer
att anvanda x och y som parametrar, sa att D = p(ﬁ) dar p: R? - R3 &r definierad av p(x,y) =

(x,,1) och dar D &r den slutna enhetsdisken. Vi erhller (H := F o p) funktionsvirdena
H(x,y) =F(x,y,1) =x?>+y + 1.

Vi skall allts& hitta max/min av H(x,y) pa D. Gradienten VH(x,y) = (2x, 1) som aldrig &r noll; H har
alltsa inga stationara punkter.

Vi behéver ocksa underséka randen @D, d.v.s. enhetscirkeln, separat. Bilden av denna &r aterigen
cirkeln S, som vi nu undersoker.'

Enhetscirkeln kan parametriseras (x,y) = (cost,sint) dar t € [0,27[ och funktionsvardet vid pa-
rametervardet t ar

g(t) == H(cost,sint) = cos?t + sint + 1.

Vi behover hitta max/min av g pa [0,27[. Derivatan

1
g'(t) = —2costsint +cost =0 — cost =0 eller sint=§ —

w 3w w 57w
— t{ }

272676

" Anledningen till att vi inte undersdkte randen @P forra gangen var allts3 att dess bild ocksa dr S, och det &r
onddigt att undersdka S tva ganger, som namnt ovan!
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Dessa punkter svarar mot (0,1), (0, —1), (g,%) respektive (— \/2_§’%) iD,d.v.s. mot (0,1,1),

V3 1 . V3 1 . . . .
(0,—1,1), (7,5, 1) respektive (—7,5, 1) i U. Funktionsvardena ar

Q-2 o) Q-3 o)

Jamforelse av kandidater

. 1 9
Det ar kIartatt—Z< 0<2< "

Svar: Funktionens minsta varde ar — i och detta antages (endast) i (0, - %%) Funktionens storsta

varde ar z och detta antages (endast) i (i \/;% 1).

Redovisningen ovan ar valdigt noggrann med att belysa den grundlaggande teorin bakom optimering
pa kompakt mangd. Dessutom finns en massa pedagogiska forklaringar insprangda. | praktiken ar den
nagot behdndigare redovisningen nedan lattare att lasa:

Exempel

Bestam (om majligt) stérsta och minsta virde av F(x,y,z) = x?+y+zpd U == {(x,y,2) €
R3:x? +y? <z <1}

Losning: Mangden U ar kompakt och F kontinuerlig, sa storsta och minsta varde existerar sakert.

Eftersom VF(x,y,z) = (2,1,1) aldrig ar noll saknas inre stationara punkter. Vi underséker darfér
randen dD = P U D dar P = {(x,y,z) € R3:x%2 + y? = z,z < 1} &r paraboloidbiten och D =
{(x,y,2z) € R®: x? + y2 < 1,z = 1} &r disken som utgdér omradets “tak”. P och D har en gemensam
“rand” i cirkeln x2 + y? = 1iplanet z = 1.

Paraboloidbiten
Paraboloidbiten kan parametriseras med x och y via (x,y,z) = (x,y,x? + y?2) dar (x, y) tillhér den

slutna enhetsdisken. Har ar F(x,y,x2 + y?) = 2x%2 + y + y? med gradienten (4x,1 + 2y) = 0

omm (x,y) = (0, —%) som ligger i enhetsdisken och svarar mot punkten (0, = %%) Har ar funkt-

. . 1
ionsvardet — -

Disken

P4 disken &r F(x,,1) = x? + y + 1 med gradienten (2x, 1) som aldrig &r noll, s& stationéra punkter
saknas i planet z = 1.

Cirkeln

Cirkeln kan parametriseras (x,y, z) = (cost,sint, 1) och funktionsvardet vid parametervardet t ar
g(t) == cos?t + sint + 1 med derivatan g'(t) = —2 costsint + cost = 0 omm cost = 0 eller
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R | w 3w m 5m) . V3 1
sint = 5 d.v.s.ommt € {5,7,3,?} vilket svarar mot punkterna (0,1, 1), (0,—1, 1), (7,5, 1)

respektive (—?,%, 1) i U. Funktionsvardena ar

(T[) — > (37‘[) —0 (T[) _ 9 (57‘[) _ 9
. 1 9
Det ar klart att—Z< 0<2< "

Svar: Funktionens minsta varde ar — i och detta antages (endast) i (0, - %%) Funktionens storsta

virde dr 2 och detta antages (endast) i (i E,l, 1).
4 272

Forfarandet ar tamligen naturligt. Nar vi satter VF (x, y, z) = 0 letar vi efter F:s egna stationara
punkter, d.v.s. F:s riktiga “toppar och dalar” i hela rummet R3. Eventuella stationédra punkter utanfér
vart omrade &r vi inte intresserade av, sa dessa forkastar vi. (I det hdr exemplet fanns inga stationéara
punkter alls.)

Men sedan maste vi ocksa undersdka dar vi hugger av omradet, d.v.s. pa randen. Eftersom randen
naturligt delas in i en paraboloid och en disk sa undersdker vi dessa separat. Nar vi parametriserat
paraboloiden och skall hitta max/min av funktionsvardet pa paraboloiden sa satter vi denna tva-
dimensionella gradient till noll, varvid vi hittar (bland annat) alla lokala max och min pa paraboloiden.
Eftersom vi bara ar intresserade av den del av paraboloiden som ligger "under” z = 1 sa forkastar vi
eventuella kandidater som ligger utanfor var lilla del av paraboloiden. Pa samma satt, nar vi underso-
ker funktionsvardena i planet z = 1 genom att satta den tvadimensionella gradienten till noll sa far vi
(bland annat) alla lokala max och min i hela det planet, och aterigen far vi férkasta eventuella kandi-
dater utanfoér vart omrade, d.v.s. utanfér x? + y? = 1.

Slutligen méste vi underséka cirkeln x2 + y? = 1,z = 1 som &r den gemensamma ”“randen” bade till

paraboloidbiten och till disken. Har hugger vi ju av dessa omraden.
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Exempel

Bestam (om majligt) stdrsta och minsta virde av F(x,y,z) = x +y —z? pa U = {(x,y,2) €
R3:x%2 +y%2+22<1,z>0}.

Lésning: U ar (slutna) 6vre halvan av (slutna) enhetsklotet, som ar en kompakt mangd. Samtidigt ar
F kontinuerlig, sa storsta och minsta varde existerar.

Vi letar forst efter inre stationdra punkter. Gradienten VF (x, y,z) = (1,1, —2z) &r emellertid alltid
nollskild, sa F har inga stationara punkter i hela rummet.

Randen U = S' U D darS’ = {(x,y,z) € R3:x2 + y? + z2 = 1,z > 0} &r (slutna) 6vre halvan av
enhetssfaren och D = {(x,y,z) € R3:x%2 + y2 < 1,z = 0} 4r disken som utgér golvet. Dessa har en
gemensam “rand” i cirkeln S = {(x,v,2) € R%:x? + y?> =1,z = 0}.

Halvsfiren

Ovre halvan av enhetssfaren kan parametriseras med x och y som parametrar.'? Halvsfaren ar alltsa
bilden av slutna enhetsdisken i planet under (x,y) ~ (x, y,J1—x?%— yz). Funktionsvardet har ar

2
G(x,y) :=x+y—( 1—x2—y2) =x?+x+y*+y—-1

och gradienten VG (x,y) = 2x + 1,2y + 1) = 0 omm (x,y) = (—% —%) som tillhor slutna en-

), ger funktionsvardet G (—1, —1) =2

. 1 1 1
hetsdisken. Punkten, som svarar mot (— = — 273 >

2’ 2'\2
(Vi behover ocksa undersoka G pa randen till enhetsdisken, men bilden av denna rand (enhetscir-
keln) sammanfaller med bilden av randen till disken D:s parameteromrade, sa vi vantar med den
undersokningen.)

Disken

| planet z = 0 ar funktionsvardena F(x,,0) = x + y som uppenbarligen saknar stationera punkter.
(Vi behover bara inre stationadra punkter i enhetsdisken, som ar parameteromradet under den up-
penbara parametriseringen (x,y, z) = (x,,0) av D. Sedan behéver vi undersoka x + y pa randen av
parameteromradet, vilket vi gor harnast.)

Cirkeln

S kan parametriseras (x,y,z) = (cost,sint, 0) och vid parametervardet t ar funktionsvardet

g(t) = F(cost,sint,0) = cost + sint = /2 sin (t + %) som antar sitt storsta varde vid t = %och
e . . 5 1
sitt minsta varde vid t = T”. Dessa punkter svarar mot + (\/_E,

g(E) =\/20chg(%”) = —V2.

4

i, 0) € U och har ar funktionsvardena
NA

2 Det 4r ocksa lampligt att valja just denna parametrisering i det hér fallet (och inte den trigonometriska para-
metriseringen) med tanke pa kvadraten pa z i skalarfaltets uttryck.
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Jamforelse

. . 3 3\ 9.8 ., 2 ex 3 _
V|noterarslutllgenatt5>\/fty(z) —Z>Z—2—(\/§).Alltsaar > < V2.

1

. . .. . 3 . 1 1 .
Svar: Funktionens minsta varde ar — > och detta antages (endast) i (— 2 E’E)' Funktionens

storsta virde dr /2 och detta antages (endast) i (\%,\%, 0).

Exempel

Bestam (om majligt) storsta och minsta virde av F(x,y,z) = x? + 2y? + z? — z pa det slutna en-
hetsklotet.

Lésning: Det slutna enhetsklotet &r kompakt och F ar kontinuerlig, sa storsta och minsta varde exi-
sterar. Gradienten

1
VF(x,vy,z) = 2x,4y,2z—1) =0 — (x,y,z) = (0, 0, E)

som tillhor enhetsklotet. Har ar funktionsvardet

F (0 0 1) _ 1
Y 2 - 4
Vi behover nu hitta max och min av F pa enhetssfaren. Men detta har vi gjort i en tidigare uppgift,

och vi fann da att funktionens minsta varde pa enhetssfaren ar 0 och erhalles (endast) i (0,0,1).

Funktionens storsta varde pa enhetssfaren ar % och erhalles (endast) i (O, i\/;, — %)

Svar: Funktionens minsta varde ar — " och erhalles (endast) i (O, 0,5). Funktionens storsta varde ar

2 och erhalles (endast) i (0, + E. - l)-
4 2 2

8.4.4 Max och min pa yta i rummet (igen)

Vi avslutar det har kapitlet med att ge ytterligare ett exempel pa optimering pa en yta i rummet.
Anledningen ar framst att forfattaren vill fa en chans att kommentera ett av de allra vanligaste felen
som studenter begar.

Exempel

Bestdm (om majligt) stérsta och minsta virde av F(x,y,z) = x? — y? + 2z pa den del av planet
X + 2y — z = 1 som ligger innanfér pelaren [0,1] X [0,1] X R.

Lésning: (Mangden ar kompakt och funktionen ar kontinuerlig, sa stérsta och minsta varde existe-
rar.)

Vi parametriserar ytan med x och y som parametrar, sa att den ar bilden r([0,1] X [0,1]) av rek-
tangeln [0,1] X [0,1] under r(x,y) = (x,y,x + 2y — 1). Funktionsvardet vid (x, y) ar da

G(x,y) =x*—y2+2x+4y—2
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Gradienten
VG(x,y) = 2+2x,4—-2y)=0 — (x,y)=(-1,2)

som ligger utanfér omradet. Vi underséker d& randen av [0,1] x [0,1], som naturligt delas in i fyra
linjestycken. Vi borjar med [0,1] x {0}. Med x som parameter ar funktionsvardet har x2 + 2x — 2 =
(x + 1)? — 3 som har sin enda stationara punkt dd x = —1 vilket ligger utanfér vart omrade. P4

[0,1] x {1} &r funktionsvardet x? + 2x + 1 = (x + 1)? som ocksa saknar stationar punkt pa [0,1]. P&
{0} x [0,1] &r funktionsvdrdet —y? + 4y — 2 = —(y — 2)? + 2 som har sin enda stationira punkt d&
y = 2, d.v.s. utanfér [0,1]. Slutligen, pa linjestycket {1} x [0,1] har vivardet —y2 + 4y + 1 =

—(y — 2)? + 5 med samma slutsats.

Vi undersoker till sist hérnen (dar vi hugger av linjestyckena). Har ar
G(0,0) = -2, G(1,0) =1, G(0,1) =1, G(1,1) = 4.
Dessa punkter svarar mot (0,0, —1), (1,0, 0), (0,1,1) respektive (1,1,2).

Svar: Funktionens minsta varde dr —2 och detta antages (endast) i punkten (0,0, —1). Funktionens
storsta varde ar 4 och detta antages (endast) i punkten (1,1,2).

Inte sallan ser man foljande “tokighet” nar man rattar skrivningar:

Ett mycket vanligt fel

Bestam (om mdjligt) stérsta och minsta varde av F(x,y,z) = x2 — y? + 2z pa den del av planet
x + 2y — z = 1 som ligger innanfor pelaren [0,1] X [0,1] X R.

Lésning: Mangden dr kompakt och funktionen ar kontinuerlig, sa storsta och minsta varde existerar.

Vi letar forst efter inre stationara punkter. Gradienten VF(x, y, z) = (2x, —2y, 2) som aldrig ar noll,
sa stationara punkter saknas.

Vi undersoker nu randen. Vi parametriserar ytan med x och y som parametrar...

Har borjar studenten med att satta gradienten till nollvektorn, vilket ar helt onddigt. Kom ihag att vi
satter gradienten till noll fér att hitta de inre stationara punkterna. Dessa punkter, tillsammans med
randpunkterna, ar ju de enda kandidaterna till max- och minpunkter. Men en yta i rummet, som t.ex.
den i exemplet, har ju inga inre punkter (i stallet ar varje punkt en randpunkt)!! Att leta efter station-
dra inre punkter nar det inte finns nagra inre punkter ar som att leta efter en brun hund pa ett katt-
pensionat. Och sedan, nar vi undersdker “randen” sa undersoker vi ju faktiskt hela méngden, sa det
ar klart att allt vi gjort tidigare har varit gjort i onédan!!

Man kan ocksa se det sa har: Nar vi satter gradienten till noll hittar vi F':s alla stationara punkter — i
synnerhet alla max och min — i hela rummet. De allra flesta av dessa ligger forstas inte pa var yta.
Visst, det kan hdnda att nagon eller nagra av dem faktiskt ligger pa ytan, men dessa punkter kommer
vi ju anda att upptacka i nasta steg nar vi undersdker F pa ytan. Och vi maste naturligtvis undersoka
F pa ytan eftersom hogsta temperaturen pa ytan inte maste vara hégsta temperaturen i nagon tre-
dimensionell omgivning av punkten (jfr avsnitt 7.5.2.2).
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9 Ett nytt sitt att optimera - med bivillkor
| det hér kapitlet introducerar vi en ny metod for att 16sa (stora delar av) optimeringsproblem. Vi
|6ser samma sorts problem som i forra kapitlet, men med den nya metoden.

Den nya metoden anvéands till att hitta max och min av ett skalarfalt F: D —» R, Dp € R"™ pa en del-
mangd av D som &r snittet mellan en eller flera nivamangder (till andra skalarfalt), vanligen kurvor
och ytor.

Till exempel kanske vi har ett skalarfilt i planet, F: R? — R, och vill hitta max och min pa kurvan
x* + y* = 3. Denna kurva &r ju nivdkurvan G (x,y) = 3 till skalarfaltet G(x,y) = x* + y*, sd varnya
metod kommer att fungera.

Eller s& har vi ett skalarfalt i rummet, F: R® — R, och vill hitta max och min pd ytan x? + y? + 222 =
5 (en ellipsoid). Ytan &r nivaytan G (x, y,z) = 5 till skalarfaltet G(x,y,z) = x2 + y? + 2z? sd vikan
anvanda var nya metod.

Som tredje exempel, sdg att vi vill hitta max och min av F: R® — R pa skadrningskurvan mellan cylin-
dern 3x2? + y? = 1 och planet x + y = 0. (Denna kurva ar en ellips.) De tva ytorna &r nivdytorna
G(x,y,z) = 1 och H(x,y,z) = 0 till skalarfalten G(x,y,z) = 3x? + y? respektive H(x,y,z) = x +
y, sa aterigen kan vi anvanda var nya metod.

Om vi tittar tillbaka pa de exempel vi behandlade i férra avsnittet inser vi att ndstan alla av dem at-
minstone till storsta delen kan l6sas med hjalp av den nya metoden: vi kan hitta max/min av plana
skalarfalt pa kurvor i planet samt av skalarfalt i rummet pa ytor och kurvor i rummet. Enda kravet ar
att ytorna och kurvorna beskrivs av ekvationer (parametrisering duger inte), sa att vi kan betrakta
dem som nivamangder till skalarfalt.

Faktiskt ar den nya metoden i manga fall effektivare an den “naiva” metoden med parametrisering
som vi anvande konsekvent i forra kapitlet.

Nu nar vi gjort reklam for den nya metoden med bivillkor, 13t oss titta pa hur den fungerar, genom att
forsta bara citera det centrala resultatet (vi forutsatter att alla funktioner ar C1):

Sats. Antag att a € D N D ar en inre punkt (till D N D) som optimerar F(x) under bivillkoret
G(x) = 0,ddr Dp och D; c R™. D3 4r VF(a) |l VG(a).

| en kandidat till max eller min ar alltsa skalarfaltets gradient parallell med gradienten som kommer
fran bivillkoret. Men om vi har tva eller flera bivillkor (som nar vi skall hitta max och min langs en
skarningskurva mellan tva (niva)ytor i rummet)?

Sats. Antag atta € Dy N ﬂ’,ﬁ=1 Dg,, @r en inre punkt (till Dg N ﬂI,Ll Dck) som optimerar F(X) under
de N stycken bivillkoren G (x) = 0, ddr Dg och varje Dg, < R". Da &r de N + 1 vektorerna VF (a),
VG, (a), ..., VGy(a) linjart beroende.

| en kandidat till max eller min &r alltsa skalarfaltets gradient och samtliga gradienter som kommer
fran bivillkoren linjart beroende.
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Ovning

1. Visa att den forsta satsen ar ett omedelbart specialfall av den andra. (D.v.s.: om tvd vektorer
ar linjart beroende, sa ar de parallella.)

9.1 Geometrisk forklaring

Vi ger i det har avsnittet en mycket enkel geometrisk forklaring till den forsta satsen. Satsen sager att
om a ar en inre punkt till D N D; som ger hogsta eller lagsta vardet av F(X) pa G(x) = 0, sa maste
VF(a) I VG(a).

Vi troliggbr satsen genom att troliggdra den kontrapositiva utsagan "Om VF(a) ¥ VG(a) sa ar a inte
en maximi- eller minimipunkt”.*® Eftersom VF () inte &r parallell med VG (a) s& &r VF(a) inte vinkel-
rat mot den nivdméangd (t.ex. nivakurva eller nivayta) som beskrivs av G (x) = 0 i punkten a. Darfor
ar projektionen av VF (@) pa nivamangdens tangentplan (eller tangentlinje) en nollskild vektor.
Salunda har vi en positiv riktningsderivata i denna riktning, och en lika stor negativ riktningsderivata i
motsatta riktningen. Alltsa kan inte a vara en extrempunkt, for langs G (x) = 0 blir det ”varmare” at

ena hallet och ”kallare” at andra hallet. | bilden nedan illustreras det plana fallet.

VF(a)

9.2 Om att uttrycka parallellitet och linjart beroende

Kravet att tva vektorer ar parallella och kravet att N stycken vektorer &r linjart beroende ar tydligen
de centrala ingredienserna i den nya optimeringsmetoden. For att kunna l6sa problem behover vi
darfor formulera dessa krav pa nagot satt (t.ex. med hjalp av ekvationer). Detta bor vara valbekanta
linjar algebra-kunskaper, men for sdkerhets skull repeterar vi har de tre viktigaste insikterna.

Tva vektorer u och v ar, per definition, parallella omm det finns ett tal A € R sadant att u = Av eller
v = Au.** Detta skrives u || v. I planet, d.v.s. om u = (uy,uy,) och v = (v,,v,), sé giller

Uy Uy
ulv — |

Uy vy|=0

B Notera férst att VF(a) ¥ VG (a) per definition (av begreppet ”parallellitet”) medfor att bada vektorerna ar
nollskilda. Att VF (a) ar nollskild betyder att vi inte befinner oss i en stationar punkt till F (trevligt!), och att
VG (a) ar nollskild medfér (enligt implicita funktionssatsen) att nivaméangden G (x) = 0 som innehaller a i na-
gon omgivning av a kan parametriseras pa ett kontinuerligt satt i n — 1 av rummets koordinater.

' Det gar inte att formulera sig kortare genom att stryka ”eller v = Au”. Varfor? (Ledning: Nollvektorn &r, per
definition, parallell med varje vektor.)
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(Lasaren kommer ihag fran linjara algebran att determinanten inte dr nagot annat dn +arean av den
parallellogram som genereras av u och v, varfor ekvivalensen ar trivial.) | rummet, d.v.s. om
u,v € R3, giller att

ullv — uxv=_~0.

Per definition &r ju langden av kryssprodukten lika med |u||v| sin a dar a &r vinkeln mellan faktorer-
na.

Tre vektoreru = (ux, uy,uz), V= (vx, vy, vz) ochw = (Wx,Wy, WZ) i rummet ar (per definition)
linjart beroende omm det finns en icke-trivial I6sning (4, w, v) till ekvationen Au + uv + vw = 0, och
detta ar ekvivalent med att

Att de tre vektorerna ar linjart beroende innebar ju precis att de ligger i samma plan, och determin-
anten ovan ar inget annat an tvolymen av den parallellepiped som de tre vektorerna genererar, sa
ekvivalensen &r aterigen uppenbar.®®

Ett forvanansvart vanligt fel

Ett forvanansvart vanligt fel som studenter begar ar att de skriver "u || v = 0” nar de vill saga att u
och v ar parallella. Detta ar fullkomligt obegripligt! u || v ar ju en utsaga (d.v.s. ett pastaende som
antingen ar sant eller falskt). Vad i all sin dar menas med att denna utsaga dr lika med nollvektorn?
Det ar ungefar som att saga att “Katten ar hemma ar lika med hunden”. Obegripligt.

9.3 Enkla exempel

Som uppvarmning ger vi ett par mycket enkla exempel.

Exempel. Sig att vi vill hitta storsta och minsta vardet av F(x,y) = x pa enhetscirkeln®®. Enhetscir-
keln x? + y2 = 1 &r nivdkurvan G(x,y) = 1 till skalarfaltet G(x,y) = x% + y?2, sd om (a,b) dren
intressant punkt pa cirkeln sa ar

1
{VF(a,b) Il VG (a, b) |2a 20b| -0
Gla,b) =1 a2 +bh% =1
2b=0 3
— P, = @h=wo

| dessa punkter ar F(+1,0) = +1, sa storsta vardet &r +1 och detta antages (endast) i (1,0), medan
minsta vardet dr —1 och detta antages (endast) i (—1,0).

Exempel. Ofta vill man hitta max och min av ett skalarfalt pa en del av en kurva eller yta. | sddana fall
kan bivillkorsmetoden (med parallella/linjart beroende gradienter) anviandas for att hitta alla kandi-

> Determinanten &r faktiskt ocksa lika med den s3 kallade volymprodukten (u X v) - w (vilket gor det valdigt
smidigt att testa linjart (o)beroende i vissa datorsystem).

'® sjalvfallet &r storsta virdet +1 (i (1,0)) och minsta vardet —1 (i (—1, 0)). Exemplet &r till for att illustrera den
nya optimeringsmetoden.
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dater férutom kurvans andpunkter eller ytans “rand”. Dessa punkter maste alltsa undersokas separat
(som vanligt). Sag att vi vill hitta max och min av F(x,y) = x pd x? + y? = 1,x > 0, d.v.s. pa (slutna)
hégra halvan av enhetscirkeln. Vi anvander da bivillkorsmaskineriet for att hitta kandidaterda x > 0
(d.v.s. exkluderat andpunkterna):

VF(a,b) | VG(a, b) |21a 20b|:0
{ G(a,b) =1 — a?+bp?=1 -
a>0 a>0
2b=0
— {az_l_bZ =1 — (a,b) = (1,0)
a>0

och i den enda kandidaten har vi F(1,0) = 1. | &ndpunkterna dr F(0,—1) = 0 och F(0,1) = 0. Sa
storsta vardet ar +1 och detta antages (endast) i (1,0), medan minsta vardet dr 0 och detta antages
(endast) i (0, £1).

9.4 Exempel
Vi belyser dels den nya metodens teknikaliteter, dels dess fortrafflighet, genom att I6sa om nagra av
vara gamla exempelproblem med den nya metoden.

9.4.1 Max och min pa kurva i planet

Exempel
Bestam (om majligt) stérsta och minsta virdetav F(x,y) = x + y? pdy =x2%, -1 <x < 1.

Lésning: Eftersom F &r kontinuerlig och parabelbiten ar kompakt sa existerar stérsta och minsta
varde. L3t G(x,y) := x? — y sa att kurvan ar nivdkurvan G(x,y) = 0. Lt (a, b) vara en intressant
punkt som inte ar en andpunkt pa parabelbiten. Da ar

{VF(a,b) Il VG (a, b) . E’i| =0
G(a,b) =0 2—b=0
—1—4ab=0 ad=-1/4
{ b=a2 { b=a2
(@, b) ( 1 1 )
< > a' = T3 =13 —
V&' V16

som vi ser ligger pa var del av parabeln. Har ar

F( 1 1 ) _ 1 N 1
V4’16 Va4 256
| andpunkterna x = —1 och x = 1 har vi

gD =0, g)=2

Vi noterar att

1 1
———t——<0<2
¥4 3256
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varvid vi ar klara.

. . . . 1 1 . 1 1 .
Svar: Funktionens minsta varde ar — KV + Tee och detta antages (endast) i (— ﬁ“_\/ﬁ)' Funktion-

ens storsta varde ar 2 och detta antages (endast) i (1,1).

Exempel
Bestam (om majligt) stdrsta och minsta virdet av F(x,y) = xy3 p3 enhetscirkeln.

Lésning: Funktionen ar kontinuerlig och méangden ar kompakt, sa storsta och minsta varde existe-
rar. Infér G(x, y) := x? + y? s& att enhetscirkeln ar nivdkurvan G (x,y) = 1. L3t (a, b) vara en intres-
sant punkt. D3 ar

b3 3ab?

VFE(a,b VG(a,b =0
ey — [l
’ a’?+b%2=1
{2b4—6a2b2=0
a’+b% = 1.

Om b = 0sa dra = *1, sa vi har kandidaterna (£1,0). Om b # 0 har vi

b? —3a*>=0 b? = 3a?
{ 2 L pn2 _ = { 2 _
ac+b-=1 4a° =

13\ (1 V3
—  eoe{p7) G2

| vara kandidatpunkter ar

—

1
NS
N————
‘|
S
|
Ny
Nt

13\ 3v3 13 3V3
F(llO)ZOJ F = F —_—, | =
2° 2 16 22 16
1 3\ 33 1 V3 3V3
F(—-1,0) =0, Fl—=,—)=—, Fl=,—)=——.
2 2 16 2 2 16
Svar: Storsta vardet %5 antages (endast) i punkterna + G?) Minsta vardet — % antages (end-
ast) i punkterna + (%, —\/;)
Exempel
Bestam (om majligt) stérsta och minsta vardet av F(x,y) = x — y dd x? + y? — 4x = —3 och x > 2.
Lésning:  Eftersom x? + y? — 4x = —3 & (x — 2)? + y? = 1 4r mangden den (slutna) hégra hal-

van av cirkeln med radie 1 kring (2, 0). Denna dr kompakt och F &r kontinuerlig, sa stérsta och
minsta varde existerar.

Infér nu skalarfaltet G (x,y) = x2 + y2 — 4x s& att kurvan &r nivakurvan G (x,y) = —3. L3t (a, b)
vara en intressant punkt som inte ar en av de tva andpunkterna pa halvcirkeln. Da ar
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1 -1
VF(a,b) Il VG(a,b) 20— 4 2b| =1
G(a,b) = =3 a?+b?—4a=-3
a>2 a>?2
2b+2a—4=0 at+b=2
— a2 + b2 —4a = -3 = @+b*-4a=-3 =
a>?2 ol

— {(alb) = (Zi\/—g'ﬂ—g) —  @n=(2 +i,—i).
a>2 V2 V2

| denna punkt, samt i andpunkterna (2, +1), ar

F1D=1  F@2-1)=3 F<2+1 1>—2+\/§
) ) ) ) ﬁl ﬁ -
Svar: Stdrsta virdet 2 + /2 erhalles (endast) i (2 + % —%) Minsta vardet 1 erhalles (endast) i

2,1).

9.4.2 Max och min pa tvadimensionellt omrade i planet

Bestam (om majligt) stérsta och minsta vardet av F(x,y) = x? + y? + x pa enhetsdisken
D ={(x,y) € R%:x2 +y% < 1}.

Lésning: F ar kontinuerlig och D &r kompakt, sa storsta och minsta varde existerar.
Vi bestamer forst de inre stationadra punkterna. Gradienten
1
VF(x,y) = 2x+1,2y)=0 — (x,y)=<—§,0>
som ar en inre punkt, och darmed en kandidat. Har ar
p(-10)--1
2'7) 4

Vi underséker nu randen x2 + y2? = 1 (enhetscirkeln). Lat G(x,y) = x? + y? s& att cirkeln &r niva-
kurvan G (x,y) = 1. Lat (a, b) vara en intressant punkt. Da ar

{VF(a,b) Il VG (a, b) 2a2;r 1 ;2 ~0
Gla,b) =1 a?+b?=1
4ab + 2b —4ab =0 _
= (L =  (ab)=(10).

| dessa punkter ar F(1,0) = 2 och F(—1,0) = 0.

Svar: Minsta vardet ar —% och erhalles (endast) i (—%, 0). Storsta vardet ar 2 och erhalles (endast)

i(1,0).

9.4.3 Max och min pa yta i rummet

Bestam (om majligt) stérsta och minsta virde av F(x,y,z) = x +y —zpa L == {(x,y,z) ER3: z =
x?+y%z<1}.
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Lésning: % ar den del av paraboliden z = x2 + y? dir z < 1. Denna méangd ar kompakt, och F &r
kontinuerlig, sa storsta och minsta varde existerar.

Lat (a, b, ) vara en intressant punkt pa paraboloiden, sadan att ¢ < 1. Infér G(x,y, z) = x2 + y? —
Z sa att paraboloiden &r nivaytan G(x,y,z) = 0. Da ar

VFE(a,b,c) | VG(a, b, c) (1,1,—-1) X (2a,2b,—1) =0
G(a,b,c) =0 — a’?+b?=c =
c<1 c<1
2b—1=0
= {2b—2a=0 — (a,b,c)=(—,—,—>.
a?+b’=c 21212
k c<1

Vi har

e (1 1 1) 1
2'2°2) 2
Vi maste ocksa undersoka F pa ytans “rand” x? + y? = 1, z = 1. Satt darfoér H(x, y, z) := z. Vi skall

alltsa hitta max och min av F(x, y, z) under de tvd bivillkoren G(x,y,z) = 0 och H(x,y,z) = 1. Om
(a, b, ¢) ar en intressant punkt sa ar

VF(a,b,c),VG(a,b,c),VH(a,b,c) lin. ber.

G(a,b,c) =0 —
H(a,b,c) =1
( 1 1 -1
2a 2b —-1|/=0 2b—2a =0
= 0 0 1 — {a2+b2—c=0 —
L G(a,b,c) =0 c=1
H(a,b,c) =1
— (a,b,c) <+ ! aF ! 1)
a’ IC = —_I—_I .
2 2
Vi har
1 1 1 1
F(—,—,1>=\/§—1, F(——,——,1>=—\/§—1.
V22 V2§ 2
Svar: Minsta virdet 4r —/2 — 1 och erhélles (endast) i (—%, _«/ii’ 1). Storsta vardet ér%och er-
halles (endast) i G%%)
Exempel

Bestam (om majligt) stérsta och minsta virde av F(x,y,z) = x? + 2y? + z2 — z pa enhetssfiren.

Lésning:  Enhetssfaren ar kompakt och F ar kontinuerlig, sa storsta och minsta varde existerar.

110/163



http://www.rejbrand.se/

ANDREAS REJBRAND 2014-06-05 Matematik
http://www.rejbrand.se

Lat (a, b, ) vara en intressant punkt. Infor G(x, v, z) :== x? + y? + z? s3 att enhetssfiren &r nivdytan
G(x,y,z) = 1.Daar

VF(a,b,c) | VG(a,b,c) {(Za, 4p,2¢ — 1) x (a,b,c) =0
{ G(a,b,c) =1 a’?+b%>+c?=1
2bc+b =0
—a=0
—2ab =0

a?+b%+c?=1.

Vi ser direkt att a = 0. En mojlighet ar sedan att b = 0 vilket ger ¢ = +1, sa vi har kandidaterna
(0,0,+1), d.v.s. polerna. Har &r F(0,0,1) = 0 och F(0,0,—1) = 2.0m b # 0 dr2c + 1 = 0 och

b? + c? = 1 vilket &r ekvivalent med (a, b, c) = (0, i?, —%) | dessa tva punkter ar
v3 1\ _9
F(0,22,-))=2(>2).

. . . . . . . . .9
Svar: Funktionens minsta varde &r 0 och erhalles (endast) i (0,0,1). Funktionens storsta varde aro

och erhalles (endast) i (0, ar ?, — %)

9.4.4 Max och min pa tredimensionellt omrade i rummet

Exempel

Bestam (om mdjligt) storsta och minsta virde av F(x,y,z) = x?+y+zpd U == {(x,y,2) €
R3:x? +y?2 <z <1}

Losning: Mangden U ar kompakt och F kontinuerlig, sa storsta och minsta varde existerar.

Eftersom VF (x,y,z) = (2,1,1) aldrig ar noll saknas inre stationdra punkter. Vi undersoker darfor
randen dD = P U D dar P = {(x,y,z) € R3:x%2 + y? = z,z < 1} &r paraboloidbiten och D =
{(x,y,2z) € R3:x? + y? < 1,z = 1} 4r disken som utgér omradets “tak”. P och D har en gemensam
“rand” i cirkeln S: x?2 + y? =1,z = 1.

Infor G(x,y,z) == x> + y2 — zoch H(x,y,z) = z. D& &r P den del av nivaytan G(x,y,z) = 0 dar
z < 1, medan D &r den del av nivdytan H(x,y,z) = 1 dir x? + y? < 1. Sists men inte minst dr S
snittet mellan nivaytorna G(x,y,z) = 0 och H(x,y,z) = 1.

Vi undersoker forst paraboloidbiten. Om (a, b, ¢) ar en intressant punkt dar ¢ < 1 ar

VE(a,b,c) || VG(a, b, c) (2a,1,1) x (2a,2b,—1) =0
{ G(a,b,c) =0 = a’?+b%>—c=0 =
c<1 c<1
( —1-2b=0
4a =0 11
— 4ab—2a=0 — (a,b,c)=(0,——,—>.
la2+b2—c=0 2’4
c<1

Har érF(O,—l,l) =-2
2’4 4

Vi undersoker sedan disken. Om (a, b, ¢) ar en intressant punkt dar a® + b? < 1 s3 ar
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( 1=0
VF(a,b,c) | VH(a, b, c) —2a=0
H(a,b,c) =1 — ! 0=0
a’?+b%<1 L c=1
a’+b?<1

vilket ar absurt. Alltsa finns ingen sadan intressant punkt. Slutligen undersoker vi F pa cirkeln S. Om
(a, b, c¢) ar en intressant punkt har sa ar

(12a 1 1
VE(a,b,c),VG(a,b,c),VH(a,b,c) lin. ber. 2a 2b —-1|=0
G(a,b,c) =0 — 0 0 1 —
H(a,b,c) =1 L a?+b*>+c=0
=
4ab—2a =0
= a’?+b%>—c=0
c=1

som direkt ger c = 1. En mojlighet ar sedan att a = 0 i vilket fall b = +1. | dessa punkter ar
F(0,1,1) = 2 respektive F(0,—1,1) =0.0ma # 0 d&r4b — 2 = 0 och a® + b — 1 = 0 som ger
V3 1 1) 9

bzlochaziﬁ;hérérF(+ =-
2 2 4

_?'5'

Svar: Funktionens minsta varde ar — % och detta antages (endast) i (0, = %,i). Funktionens storsta
varde ar % och detta antages (endast) i (i ?% 1)
Exempel

Bestam (om majligt) stérsta och minsta varde av F(x,y,z) = x +y —z2 pd U = {(x,y,2) €
R3:x2 +y%2 4+ 22 <1,z > 0}.

Lésning: U ar (slutna) dvre halvan av (slutna) enhetsklotet, som ar en kompakt méangd. Samtidigt ar
F kontinuerlig, sa storsta och minsta varde existerar.

Vi letar forst efter inre stationara punkter. Gradienten VF (x, y, z) = (1,1, —2z) ar emellertid alltid
nollskild, sa F har inga stationara punkter i hela rummet.

Randen U = S’ U D darS’ = {(x,y,2z) € R3:x2 + y? + z2 = 1,z > 0} &r (slutna) 6vre halvan av
enhetssfaren och D = {(x,y,z) € R%:x%2 + y2 < 1,z = 0} &r disken som utgdr golvet. Dessa har en
gemensam “rand” i cirkeln § = {(x,v,2) € R%:x? + y?2 =1,z = 0}.

Infor G(x,y,z) == x?> + y2 + z? och H(x,y,z) = z. D4 4r S’ den del av nivaytan G(x,y,z) = 1 dar
z 2 0, D den del av nivaytan H(x,y,z) = 0 dar x% + y2 < 1 och S snittet mellan nivaytorna
G(x,y,z) =1och H(x,y,z) = 0.

Halvsfaren. Lat (a, b, ¢) vara en intressant punkt pa halvsfaren, dar z > 0. D3 ar

VF(a,b,c) | VG(a, b, c) (1,1,—-2¢) x (a,b,c) =0
G(a,b,c) =1 S a?+b*+c2=1 —
z>0 c>0
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( c+2bc=0 a=b
S 14+2a=0
— b—a=0 — 2a2 4 c2 =1 —
La2+b2+c2=1 >0
c>0 ¢
b _(_1 _li>
— (a,b,c) = 272

HérérF(—%,—%,%) =-2

Disken. L4t (a, b, ¢) vara en intressant punkt pa disken, dar x? + y? < 1. D3 &r

VF(a,b,c) | VH(a, b, c) (1,1,-2¢)x (0,01)=0
H(a,b,c) =0 — { c=0 S
a? + b2 <1 a’+b*<1
( 1=0
-1=0
— 0=0

l c=0
a’+b*<1
vilket ar absurt, sa nagon sadan intressant punkt finns inte.

Cirkeln. Lat slutligen (a, b, ¢) vara en intressant punkt pa snittet mellan nivaytorna G(a, b,c) = 1 och
H(a,b,c) = 0.Da ar

VF(a,b,c),VG(a,b,c),VH(a,b,c) lin. ber.

G(a,b,c) =1 —
H(a,b,c) =0
(11 1 —2c
a b c |=0 b—a=0
= 0 0 1 = {a2+b2+cz=1 =
a?+b?>+c?=1 © =
c=0
— (abc)—+(ii0)
, b, 770

| dessa tva punkter ar F (\%,\%,0) =2 respektive F (—\%, _«/ii’ 0) = —/2.

Svar: Funktionens minsta varde ar — % och detta antages (endast) i (—% —% i). Funktionens

storsta varde drv/2 och detta antages (endast) i (\/—17\/—17 0).

9.5 Fler exempel

| forra avsnittet sag vi hur metoden med bivillkor ”strémlinjeformar” 16sningen av optimeringspro-
blem. Man slipper helt parametrisera kurvor och ytor; i stallet far man direkt ett ekvationssystem
som man kan l6sa med standardhantverk (i den man exakt I6sning fér hand dver huvud taget ar moj-

lig, forstas). Det enda som kravs ar att kurvorna och ytorna kan beskrivas av ekvationer, men detta ar
mer regel an undantag.
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| forra avsnittet gjorde vi om tidigare 16sta exempelproblem med det nya maskineriet. Dessa problem
hade det gemensamt, att det var |att att parametrisera relevanta kurvor och ytor. Aven om det van-
ligtvis ar mgjligt att parametrisera, sa kan det emellertid vara omstdndligt i manga fall. Da innebar
det nya maskineriet, dar man slipper parametrisera, en forenkling. Vi ger nagra ytterligare exempel.

Exempel
Bestam (om majligt) stérsta och minsta virde av F(x,y) = x2 — 3y da x* + y2 < 1.

Lésning:  Funktionen ar kontinuerlig och mangden ar kompakt'’, sa storsta och minsta varde existe-
rar.

Gradienten VF (x,y) = (2x,—3) &r aldrig noll, s F saknar stationara punkter. For att undersoka
randen av omradet, infér G(x,y) := x* + y? s3 att randen &r nivakurvan G (x,y) = 1. Lt nu (a, b)
vara en intressant punkt pa denna kurva. Da ar

2a 3| _
{VF <‘§é’3 ll,l)V_G (1a' 2 — { 4q3 2b| =0 =
) - a4 + bz = 1
4ab + 12a3 =0
—
{ a*+b* = 1.

En mojlighet r atta = O i vilket fall b = +1. Oma # 053 4r b + 3a® = 0 och a* + b? = 1 vilket ger

10a* =1,dvs.a=++—ochh = — —

T 7o Dessa tre kandidater ger vardena

1 3 1 3
F(0,1)=-3, F(0,-1) =3, F(ﬁ,—ﬁ)m/l_o, F(_‘{/_To’_\/?o):m'

Svar: Funktionens minsta varde dr —3 och detta antages (endast) i (0,1). Funktionens st6rsta viarde

ar V10 och detta antages (endast) i (i %, — %)

Exempel

Bestam (om majligt) stérsta och minsta viarde av F(x,y,z) = x — y + z ndr z > 2x% + y? och
x+3y+z< 2.

Lésning: Vi skall tydligen vara “innanfér eller pd” paraboloiden z = 2x? + y2 och “under eller p&”
planet z = 2 — x — 3y, sa mangden ar kompakt. Samtidigt ar F kontinuerlig, sa stérsta och minsta
vdrde existerar.

Gradienten VF(x,y,z) = (1,—1, 1) &r aldrig noll, sa F saknar stationara punkter.

Lat G(x,y,2) == 2x% + y? — zoch H(x,y,z) == x + 3y + z s3 att de tvd begrinsningsytorna &r delar
av nivaytorna G(x,y, z) = 0 respektive H(x,y,z) = 2.

Lat (a, b, ¢) vara en intressant punkt pa den del av paraboloiden G(x,y,z) = 0dar H(x,y,z) < 2.
Da ar

17 .. .
Forklara varfor!
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VF(a,b,c) Il VG(a,b,c) (1,-1,1) X (4a,2b,—1) =0
G(a,b,c) =0 = 2a2+b?>—c=0 =
H(a,b,c) < 2 a+3b+c<2
( 1-2b=0
4a+1=0 113
— 2b+4a=0 — (abc)—(—— —,—).
L2a2+b2—c=0 4’2’8
a+3b+c<?2

13 3
HararF( -, ,) —=
2’8 8

Lat nu (a, b, ¢) vara en intressant punkt pa den del av planet H(x,y,z) = 2 dar G(x,y,z) < 0. Da ar

VF(a,b,c) || VH(a,b,c) (1,-1,1) x(1,3,1) =0
H(a,b,c) =2 = a+3b+c=2
G(a,b,c) <0 2a2+b?—c<0

dar forsta ekvationen ar en absurditet, sa intressant punkt har saknas.
Lat till sist (a, b, ¢) vara en intressant punkt pa skarningskurvan G(a, b,c) = 0, H(a,b,c) = 2. D3 ar

VE(a,b,c),VG(a,b,c),VH(a,b,c) lin. ber.

G(a,b,c) =0 —
H(a,b,c) = 2
(41a ;; _11 o 2b+3+4a+1+
— o3l — 22+;§a__2_b0:0 —
202 +b*>—c=0 G a5 €=
k a+3b+c=2 a+3b+c=2

a=-1/4 1 3 70 27 3\/
2 2% 22t
a+3b+c=2

| de har punkterna ar

=8 F/70.

F13\/_7¢\/_0
227 4

. . v = 3 o 113 . ..
Svar: Funktionens minsta varde ar — = och detta antages (endast) i (— Z’E’E)' Funktionens storsta

vdrde dr 8 + V70 och detta antages (endast) i (—% — % - g.% + —3\27_0)-

9.5.1 Ett mycket vanligt fel
Lat oss avsluta kapitlet om kompakt optimering med att diskutera ett vanligt fel. Betrakta foljande
(korrekt 16sta) problem.

Exempel

Bestam (om majligt) stdrsta och minsta virde av F(x,y) = x + yda x? + 2y2 < 2och2x +y > 1.
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Lésning: Omradet &r den del av den fylida ellipsen x2 + 2y? < 1 som ligger "éver eller pa” linjen
y=1-—2x.

Gradienten VF (x,y) = (1,1) &r aldrig noll sa stationdra punkter saknas. For att understka randen,
infor G(x,y) = x2 + 2y? och H(x,y) := 2x + y s4 att ellipsen och linjen ar nivakurvorna

G(x,y) = 2 respektive H(x,y) = 1. Vi undersoker forst ellipsskarvan; Iat (a, b) vara en ("inre”) in-
tressant punkt har. Da ar

VF(a,b) Il VG(a, b) b L]=0
_ 2a 4b
H(a,b) > 1 a“ +2bc =2
= 2a+b>1
a=2b 2 1
— a’?+2b* =2 — (a,b) = (——)
2a+b>1 V3’3
Har ar F (\%,\%) = /3. Vi undersoker harnast linjestycket. Om (a, b) &r en (”inre”) intressant punkt
har sa ar
VF(a,b) || VH(a, b) B 1 -0
H(a'z)=1 = 2a+b=1
Ga,b) <2 a? +2b% < 2

vilket ar absurt, sa intressant punkt har saknas. Slutligen betraktar vi de tva "hérnen” G(x,y) =
2,H(x,y) = 1, dar vi "hugger av” saval ellipsskarvan som linjestycket. Vi har

fepst = ereonfd)

och i dessa tva punkter ar
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. . . .1 (8 7 . .. .
Svar: Funktionens minsta varde ar 5 och detta antages (endast) i (5, — ;). Funktionens storsta varde

ir /3 och detta antages (endast) i (\/2—5%)

Notera hur vi férst undersotker det tvadimensionella omradet G < 2,H > 1 (med VF = 0), sedan det
endimensionella omradet G = 2, H > 1, sedan det endimensionella omradet H = 1,G < 2, och sist
det nolldimensionella omradet G = 2, H = 1. Om ett bivillkor anvdnds med likhet kallas det for "ak-
tivt”, och om ett bivillkor anvdnds med olikhet kallas det fér ”passivt”, atminstone av somliga forfat-
tare. Det typiska ar alltsa att ett aktivt bivillkor minskar dimensionen (beskriver en hyperyta), medan
ett passivt bara sager att man skall befinna sig pa ena sidan av ndgon hyperyta. Exemplet ovan &r
ganska typiskt for optimeringsproblem i planet 6ver ett plant omrade (eller i rummet 6ver ett tredi-
mensionellt omrade) pa det sattet att en fullstdndig undersokning innehaller “alla maojliga kombinat-
ioner” av aktiva och passiva bivillkor. Ibland ndr man rattar skrivningar far man kénslan av att studen-
ten tagit fasta pa det faktumet i stéllet for att ta till sig den bakomliggande teorin och de resonemang
som ligger bakom metoderna. Detta ar inte bra, speciellt inte i problem dar man inte skall undersoka
"alla mojliga kombinationer” av aktiva och passiva bivillkor.

For att ge ett exempel betraktar vi féljande, enklare problem, dar vi bara vill hitta max och min pa
ellipsskdrvan x? + 2y? = 2,2x +y > 1.

Exempel
Bestam (om mdjligt) stérsta och minsta virde av F(x,y) = x + ydd x? + 2y? = 2och 2x + y > 1.

Lésning: Omradet ar den del av ellipsskarvan x2 + 2y? = 1 som ligger "6ver eller p3” linjen
y=1-12x.

Infor G(x,y) = x2 + 2y? och H(x,y) := 2x + y s4 att ellipsen och linjen ar nivakurvorna
G(x,y) = 2 respektive H(x,y) = 1. Vivill sdlunda hitta max och min av F(x,y) da G(x,y) = 2 och
H(x,y) = 1. Lat (a, b) vara en intressant punkt annan dn dndpunkterna. Da ar

VF(a,b) Il VG(a,b) 21 41b|=o
G(a,b) =2 — Za 2
H(a,b) > 1 a” +2bc =2

a, 2a+b>1
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a—2b 2 1
= &ﬂ+2b2=2 — (mb)=<—=—q.
2a+b>1 V3'V3

Har arF( V3.

L3)-

Slutligen betraktar vi de tva andpunkterna G(x,y) = 2, H(x,y) = 1, dar vi "hugger av” ellipsskarvan.
Vi har

{H(x, y)=1 — (x,¥) €4(0,1), 57
och i dessa tva punkter ar

1

F(0,1) = 1, F(§ —Z) =5

9’ 9
. . v a1 (8 7 . .. .
Svar: Funktionens minsta varde ar 5 och detta antages (endast) i (5, = 5)' Funktionens storsta varde

ar /3 och detta antages (endast) i (\/_ \/_)

(Att vi far samma svar i slutandan &r forstas en ren slump.) Som vi redan langt tidigare anmarkt vore
det valdigt tokigt om man bérjade med att satta VF (x,y) = 0; se avsnitt 8.3.4 (och 8.4.4). Men det
misstag vi vill belysa har ar i stallet foljande:

Ett mycket vanligt fel
Bestam (om majligt) stérsta och minsta virde av F(x,y) = x + ydd x? + 2y%2 = 2 och 2x + y > 1.

Lésning: Infor G(x,y) == x? + 2y? och H(x,y) := 2x + y s& att ellipsen och linjen &r nivdkurvorna
G(x,y) = 2 respektive H(x,y) = 1. Vi undersoker forst ellipsskarvan; lat (a, b) vara en intressant
punkt har. Da ar

VF(a,b) Il VG(a,b) |2 4b| -0
G(a,b) = 2 A
a’+2b%2=2
H(a,b) > 1 20+b>1
a=2b 2 1
— a’?+2b*> =2 — (a,b) = (——)
V3’3

2a+b>1

Har ar F (\/_ \/_) V3. Vi underséker harnast linjestycket. Om (a, b) ar en intressant punkt har s ar

VF(a,b) | VH(a,b) B
H(a,b) =1 = 2a+b=1
G(a,b) <2 a? +2b2<?2

vilket ar absurt, sa intressant punkt har saknas. Slutligen betraktar vi de tva "hérnen” G(x,y) =
2,H(x,y) = 1.Vihar

A L e

118/163



http://www.rejbrand.se/

ANDREAS REJBRAND 2014-06-05 Matematik
http://www.rejbrand.se

och i dessa tva punkter ar

F(01) = 1 F(8 7)—1
S 9’ 9) 9

. . . o 1 (8 7 . N .
Svar: Funktionens minsta varde ar 5 och detta antages (endast) i (5, — 5)' Funktionens storsta varde

ar v 3 och detta antages (endast) i (%,%)

Detta ar mycket “tokigt”. Den andra undersdkningen, dér studenten satter VF(a, b) || VH(a, b), dm-
nar ju till att hitta hogsta och lagsta vardet pa linjestycket H = 1, G < 2. Men uppgiften gick ju ut pa
att hitta hégsta och lagsta vardet pa ellipsskdrvan G = 2, H > 1!

En vardagsanalogi ar foljande: sag att vi har tva skogsstigar mellan punkt A och B, och att en person
fatt i uppdrag att bestamma hogsta och lagsta temperaturen pa den enda av dessa. Efter att perso-
nen gatt med termomenter langs denna stig, sa beger han sig till den andra stigen och gar med ter-
mometern langs hela den stigen. Skamt asido antyder redovisningar som den ovan att studenten
egentligen inte vet vad han gor, vilket kan uppfattas som daligt.

Om du skall hitta hogsta och lagsta
temperaturen pa den hdr
skogsstigen ...

... varfor gar du da med din
termometer langs den hdr stigen?
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10 Optimering pa icke-kompakt mangd
Hittills har vi bara studerat optimeringsproblem pa kompakta mangder. Detta faktum har underlattat
for oss, eftersom vi da kunnat férutsdtta existensen av maximi- och minimipunkter.

L&t oss repetera varfor detta underlattar. Sig att vi vill hitta max av C!-envariabelfunktionen f pa det
kompakta intervallet I = [a, b]. Vi vet att storsta varde existerar, eftersom f &r kontinuerlig och I
kompakt. Det finns alltsd minst en maximipunkt. Lat p beteckna en av dem. Eftersom p &r ett lokalt
maximum maste f'(p) = 0 eller sa tillhér p randen: p € {a, b}. Vi behéver da bara undersoka funkt-
ionsvardena i alla stationdra punkter samt i randpunkterna (vanligtvis en handfull kandidater), och
valja ut storsta vardet. D3 &r vi klara.

Exempel. Bestdm stdrsta och minsta varde av f(x) = 2x3 — 3x2 — 12x p& [-3, 3].

Lésning: f ar kontinuerlig och [—3, 3] &r kompakt, s stérsta och minsta védrde existerar. Derivatan
f'(x) =6x?—6x—12=0c x € {—1,2}och f(—1) = 7, f(2) = —20. | &ndpunkterna ar
f(=3) = —45 respektive f(3) = —9. Storsta vardet ar alltsd 7 och detta antages (endast) i x = —1;
minsta vardet 4r —45 och detta antages (endast) i x = —3.

Vad kan ga fel om vi inte kan vara sadkra pa existensen av max och min? Det &r ju fortfarande s3, att
om t.ex. p ar ett globalt maximum, sd ar p en stationar punkt till funktionen eller en randpunkt till
mangden. Jo, visst, men p kanske inte existerar! Som exempel, betrakta samma f som i exemplet
ovan, fast med miangden lika med hela R eller [—3, oo].

Om maéangden inte ar kompakt racker det alltsa inte med att lista kandidater, utan man maste angripa
problemet pa ett annat satt. Vi ger nedan exempel pa flervariabeloptimering pa icke-kompakta
mangder.
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10.1 Exempel i planet

Exempel
Bestam (om mojligt) storsta och minsta vardet av F(x,y) = (x + y)e‘"z_y2 pa R2.

Lésning: Vi bestammer forst skalarfaltets stationara punkter. Gradienten

VF(x,y) = (1 — 2x% — 2xy,1 — 2y% — 2xy)e "V =0 —
{1—2x2—2xy:0 {1—2x2—2xy=0
— —
1-2y2—2xy=0 x? =y?2,

x% = y? betyderatt x = +y.Om x = y harvi1 — 2x? — 2x? = 0 som gerx = i%, sd i(%,%) ar

stationdra punkter till F. Om x = —y har vi & andra sidan 1 — 2x2 + 2x2 = 0 som &r ett falskt pasta-
ende, sa x # —y. Darfor ar

VF(x,y) =0 — (x,y) =+ (%%)

| dessa punkter ar

P (1) =22
Sedan noterar vi att F(x,y) —» 0 dé&/x? + y? — oo; i poldra koordinater har viju F(p, @) =

(cos @ + sin <p)pe"’2 som uppenbarligen — 0 da p — . Speciellt finns det ett tal R > 100 (R &r
alltsa storre dn avstandet fran origo till de stationdra punkterna) sadant att |F(x,y)| < 0.01 for alla

(x,y) € R? med /x% + y2 > R. L3t nu D beteckna den slutna disken kring origo med radie R. Detta
ar en kompakt mangd, sa F har saval ett storsta som ett minsta varde pa D, och extrempunkterna

. — — . 11 ,
maste vara stationara punkter eller randpunkter. De enda stationdra punkterna ar + (E’E)' och har

. 11\ _,1 .. . R ) ——_—
arF (i (E'E)) = i\/? Paranden ar |F(x,y)| < 0.01(< |i JE|)' s4 storsta vardet av F pa D ar —=
och antages i (%%) medan minsta vardet ar — % och antagesi — G%)

Men 6verallt utanfor D ar |F(x,y)| < 0.01, sa F:s storsta varde har maste vara mindre &n storsta
vardet av F pa D, och motsvarande for minsta vardet. Darfor maste de globala extrempunkterna av
F pa D ocksa vara funktionens globala extrempunkter pa hela R?.

. . . 1 . (11 . ..
Svar: Funktionens minsta varde ar — NG och detta antages (endast) i — (5'5)' Funktionens storsta

.. .1 (1 1
varde ar = och detta antages (endast) i (5,5).

| det har fallet existerade tydligen saval storsta som minsta varde. Nedan visas grafen till F (nagot
utdragen i z-led for att géra den tydligare).
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Exempel

Bestdm (om mojligt) storsta och minsta varde av F(x,y) = #};yzy pa [0, oo[2.

Lésning: Det &r klart att F(x,y) = 0 fér alla (x,y) € [0,[? samt att F(x,y) = 0 omm x = 0 eller
y = 0. Alltsa ar funktionens minsta varde 0 och detta antages (endast) pa koordinataxlarna.

| det inre ]0, oo[? géller att gradienten

y(y* —2x%y? —3x* + 1)
VF(x,y) = ————— =0 —
(x7) 1+(x2+y2)2g<x(x4—2x2y2—3y4+1)
x*—2x%y2-3y*+1=0
= {4_2 2,2 _ 3,4 _
y x°y x*+1=0
{4—2x2y2—3y4+1=0
4x* —4y* =0
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4 _ 9,22 .4 —
{x 2x“y-—=3y*+1=0
xX=y
{4x4= x.y) (1 1)
X, =\—= —F=
— x=y — 7 \2'Vz

dar vi anvande dels att x och y ar nollskilda i ]0, o0[?, dels att de har samma tecken hér. | den har
stationara punkten ar

F( 1 1 ) _
V2'N2) 4
| poldra koordinater ar

p?

T 14 p*

p? cos @ sing
1+ p*

-0

|F(p, p)| =

dé p — oo s det finns ett tal R > 100 sadant att F(x,y) < 0.01 s& snart /x? + y2 > R. Omradet
[0,0[% N B(0,R), dir B(0, R) ar den slutna disken kring origo med radie R, &r kompakt och pa ran-
den ar funktionsvardet F(x,y) < 0.01(< 1/4). Alltsa ar minsta vardet av F har 0, vilket antages pa

koordinataxlarna, medan storsta vardet ar v vilket antages i den stationara punkten.

Men utanfor B(0,R) ar 0 < F(x,y) < 0.01 < 1/4, sa det foljer att dessa extrempunkter i
[0,0[? N B(0, R) ocksa ar extrempunkter i hela [0, oo[2.

Svar: Funktionens minsta varde ar 0 och detta antages (endast) pa koordinataxlarna. Funktionens

. ST | (1 1
storsta varde ar- och detta antages (endast) i (\/_i’\/_i)'

Aven i det har exemplet existerade tydligen b&de stérsta och minsta virde. Nedan visas ett fargat
plan for F. Till hoger visas ocksa grafen, dar dven F:s beteende i resten av planet visas i gratt, som en

bonus.
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Exempel

Bestam (om mojligt) storsta och minsta varde av F(x,y) = F(x,y) = #yﬂ,z pa [0, oo[?.

Lésning: Det ar klart att F(x,y) = 0 for alla (x,y) € [0, 00[? samt att F(x,y) = 0 omm x = 0 eller
y = 0. Alltsa ar funktionens minsta varde 0 och detta antages (endast) pa koordinataxlarna.

| polara koordinater ar, i hela omradet,

p*cospsing  p*sin2¢p _ p? 1 1
14+p2 2001+ p2) " 2(01+p2) 2 2(1+p?2)

1
Fp,9) = <>
sa ett eventuellt globalt maximum &r nédvandigtvis < 1/2. Samtidigt géller att

F( n) p?sin2¢ p? 1 1 1
— ) = =] = = — —= =
Pa) T2 +p2) 200+p1) 2 2(1+p2) 2

. . . . 1 . )
da p — o, sa ett eventuellt globalt maximum maste vara > > Salunda, om det finns ett globalt max-

imum, maste det vara lika med 1/2. Lat (a, b) vara en global maximipunkt; da ar alltsa

1 ab 1
Fa.b) =3 Trazspz 2 &
— 2ab = 1+ a? + b? — a’—2ab + b? = -1 —
= (a—b)?=-1

vilket ar omajligt. Salunda saknas global maximipunkt.

Svar: Funktionens minsta varde ar 0 och detta antages (endast) pa koordinataxlarna. Funktionen
saknar storsta varde (*men funktionens supremum ar 1/2 och vi ndrmar oss detta varde nar vi gar
fran origo langs den rata linjen x = y).

Nedan visas ett fargat plan for F, samt grafen. Grafen visar ocksa F:s beteende i hela planet, som en
bonus.
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Lat oss prova en latt variant av foregaende exempel:

Exempel

- Leps o . . _ xy Q 2
Bestam (om mojligt) storsta och minsta varde av F(x,y) = Tiriy? pa ]0, oo[4.
Lésning:  Det ar klart att F(x,y) > 0 for alla (x, y) € ]0,00[? samt att F(x,y) — 0 nar vi ndrmar
oss koordinataxlarna. Alltsa saknas minsta varde.*®

Samma analys som i foregaende exempel visar att dven storsta varde saknas.

Svar: Funktionen saknar minsta varde (*men funktionens infimum ar 0 och vi ndrmar oss detta
varde nar vi ndrmar oss koordinataxlarna, t.ex. vinkelratt). Funktionen saknar ocksa storsta varde
(*men funktionens supremum &r 1/2 och vi ndrmar oss detta varde nar vi gar fran origo langs den
rata linjen x = y).

Lat oss avsluta med ett par enkla exempel.

Exempel
Bestam (om majligt) stérsta och minsta virde av F (x,y) = arctan(x? + y?) i hela planet.

Lésning: Eftersom x2 + y? > 0 éverallt ocharctant > 0 d3 t > 0 &r det klart att F(x,y) > 0 dver-
allt. Samtidigt ar F(x,y) = 0 omm (x,y) = (0,0) sa funktionens minsta varde ar 0 och detta antages
(endast) i origo.

Eftersom V ctan = ]— gg[ ar det vidare klart att F(x,y) < % Overallt. Dessutom gdller att

F(x,y) - % nar x2 + y? — oo, Allts3 saknas stdrsta virde.

Svar: Funktionens minsta varde ar 0 och detta antages (endast) i origo. Funktionen saknar storsta

varde (*men supremum ar > och vi ndrmar oss detta virde nar x2 + y2 — ).

Exempel
Bestam (om majligt) stérsta och minsta virde av F(x,y) = sin(x? + y2) i hela planet.

Lésning: Vi ser direkt att storsta vardet ar 1 och detta erhalles precis i de koncentriska cirklarna

x?+y?= % + n - 2m dar n € N. Samtidigt ar minsta vardet —1 och detta erhalles precis i de kon-

centriska cirklarna x2 + y? = 3;” +n-2mdirn €N,

Svar: Funktionens minsta virde &r —1 och detta erhalles precis i Un=o {(x, y) € R?%:x% + y? =
377: +n- 271}. Funktionens storsta varde ar +1 och detta erhalles precis i U;’{J:O{(x,y) € R%:x? +

y2=§+n-2n}.

¥ Se till att du kan motivera detta i detalj. (Ledning: minsta vardet kan inte vara < 0 ty ...? Och det kan inte
vara> 0ty ..?)
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11 Integraler

Nu kommer vi till det andra huvudmomentet inom flervariabelanalysen, namligen integration. Detta
torde ocksa vara det flervariabelmoment som naturverar- och ingenjoérsstudenter kommer att an-
vanda mest i sina fortsatta studier.

Det hér kapitlet innehaller inte en fullstandig behandling av integraler. Nar man introducerar ett (na-
gorlunda omfattande) matematiskt objekt gér man ofta fyra saker:

Man motiverar behovet av det nya objektet, och ger den grundlaggande idén bakom det.
Man definierar objektet pa ett rigordst satt.
Man ger satser som beskriver det nya objektet.

P wnNhPR

Man ger exempel pa tillimpningar med/av det nya objektet.

| synnerhet géller listan ovan i allra hogsta grad for integraler. | det har kapitlet kommer vi att moti-
vera integralbegreppet, och ge den grundlaggande idén bakom det. Vi kommer ocksa att definiera
integralbegreppet rigordst i envariabelfallet. (Rigordsa definitioner i flervariabelfallet kan lasaren
studera i hans ordinarie kurslitteratur.) Dadremot kommer vi inte att behandla nagra satser om inte-
graler. Anledningen ar bland annat att det har dokumentet ar tankt att behandla grunderna i flervari-
abelanalysen pa ett mycket noggrant satt, och da ar definitioner och grundlaggande begrepp vikti-
gare dn satser. Dessutom sager forfattarens erfarenhet att manga studenter ar tamligen skickliga pa
att berdkna integraler i praktiken (t.ex. med hjalp av analysens huvudsats och satserna om itererad
enkelintegration och variabelbyte), men har lite svarare for att forsta vad en integral egentligen dr
for nagot.

Aven om vi inte behandlar t.ex. analysens huvudsats, satsen om itererad enkelintegration och satsen
om variabelbyte i multipelintegral i kapitlet sa avslutar vi kapitlet med att tilldmpa dessa satser i en
mangd (intressanta) exempel.

11.1 Envariabelintegraler
Vi borjar med att repetera envariabelintegraler. Framfor allt vill forfattaren stalla fragan ”Vad dr en
integral?”. Ett integrationsproblem i en variabel har tva ingredienser:

1. enfunktion f:Df - R
2. en begransad mangd U c Dy pa vilken f &r begrénsad.

Mangden ar nastan alltid ett kompakt intervall och funktionen &r vanligtvis atminstone styckvis kon-
tinuerlig. Sjalva idén bakom integralbegreppet ar som foljer. Man boérjar med att dela upp mangden i
N stycken (sma) delintervall (t.ex. 1 000 stycken lika stora intervall).

U
A
[ \

S—
Frrrerrerrrrrrrerrrrrerrr e e x

Tag nu en av dessa bitar. Om N &r stort och varje enskild bit liten, s3 f:s varde ar (om f &r snall nog)
nastan konstant pa biten. Tag nagot av f:s varden pa biten (t.ex. det i mitten, eller det i vdnstra eller
hogra andpunkten) och gangra det med bitens langd. Gor detta for varje bit, och summera dessa
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produkter. Om vi kallar bitarna fér Uy, Us, ..., Uy och for varje k = 1, ..., N véljer ett x;, € U}, sa far vi
da talet

Iy = f(x))L(Uy) + f(xz)L(U3) + -+ + f(xn)L(Uy)

dar L(Uy) betecknar ldngden av intervallet Uj,. Summan av produkter i hogerledet kallas for en Rie-
mannsumma for f pa U; dess exakta varde beror férstas pa indelningen och valet av xy, i varje bit,
men om bitarna 4r manga och sma bor vi hamna ganska ndra ett visst tal oberoende av den precisa
indelningen och valen av xy.

Om vi upprepar denna procedur med finare och finare indelning (d.v.s. fler och fler bitar som blir
mindre och mindre — t.ex. hundra lika stora bitar, tusen lika stora bitar, tiotusen lika stora bitar, ...) sa
far vien foljd av tal: I3, I, I3, I, ... . Sjdlva idén &r att integralen av f 6ver U skall vara "grénsvardet”
av en sadan féljd (och det skall inte spela nagon roll exakt hur man goér indelningen, bara den blir
finare och finare — detta ar det normala ifall funktionen f &r snall). Det har talet betecknas'®

fo(x)dx. Om U é&r ett kompakt intervall [a, b] brukar man skriva f; f(x)dx i stéllet.

Notera i synnerhet att integralen av den konstanta funktionen 1 ger U:s Idngd, d.v.s. f; ldx=b—a

(forklara — utan att anvanda primitiva funktioner!).

Anmdirkning (*): Det finns flera satt att precist definiera integralbegrepp. En del av dessa ger upphov till samma
begrepp, medan andra ger upphov till andra integralbegrepp. Det vanligaste elementara integralbegreppet ar
Riemannintegralen som kan definieras som féljer: Med en indelning av [a, b] (dir b > a) menas en féljd av tal
(t)k=o sddan atta =ty < t; < --- < t, = b; videlar hirin [a, b] i de n stycken "smabitarna” U; := [t,, t;],
U, = [ty,t;5], ..., Uy = [tn_1, t,]. Indelningens finhet &r max}Z3 (ty+1 — ti), d.v.s. langden av stérsta ”smabi-
ten”. Alltsa: 1ag finhet betyder att uppdelningen ar "fin”, d.v.s. den bestar av (manga) sma bitar. For varje

k =1, ...,nvéljer vi sedan en punkt x;, € U,. Med ett sadant val har vi en taggad indelning (t, x;). Om det
finns ett tal I sadant att det for varje € > 0 finns ett § > 0 sadant att det for varje taggad uppdelning (ty, x))
med finhet mindre &n § géller att avstandet mellan Riemannsumman och [ ar [Y3_ f () (te — tee) — 1| < €

A . . . i e . ) b
sa sdger vi att f 4r Riemannintegrerbar 6ver [a, b], och vi definierar Riemannintegralen fa fx)dx =1.

Den intresserade ldsaren uppmanas att pa egen hand undersdka (t.ex. genom studie av bocker och Internet)
varfér man inte definierar Riemannintegralen pa ett enklare satt, som t.ex. genom att krava att indelningarna
bestar av lika stora intervall, och att man hela tiden véljer det mellersta vardet i varje bit, och sedan bara séga
att integralens varde ar gransvardet av féljden av Riemannsummorna nar man tar 1, 2, 3, ... stycken bitar.

Ett alternativt satt att konstruera Riemannintegralen (d.v.s. exakt samma integralbegrepp) bygger pa begrep-
pen éver- och undersummor. Infér aterigen en indelning (t;)%—o av [a, b], men den hir gangen viljer vi inte
langre valfritt varde i varje bit, utan det "storsta” vardet (eller, egentligen: supremum). | formler, 13t M;, :=
SUPyey, f(x) forvarje k = 1, ..., n. Viséger att ¥¢_; M; L(Uy) &r en 6versumma till f pa [a, b]. Begreppet
undersumma definieras analogt, fast med infimum i stallet for supremum. Det ar klart att en 6versumma alltid
ar storre eller lika med en undersumma (for att se detta, infér en gemensam, finare, indelning). Vi vill forstas
att varje 6versumma [resp. undersummal] skall vara storre [resp. mindre] eller lika med integralens varde. Dess-
sutom "borde” det (om f ar tillrdckligt snéll) finnas saval éver- som undersummor vilka kommer godtyckligt
nara integralens varde (om indelningarna ar tillrackligt fina) och darmed godtyckligt néra varandra. Lat M vara
mangden av alla 6versummor (nar indelningen varierar), och Iat pa samma satt /n vara mangden av alla under-

® Notera hur sjilva notationen fo(x)dx "antyder” att det ror sig om (grénsvardet) av en Riemannsumma:
tecknet [ star fér summa, och det som ”“summeras” ar just funktionsvardet f(x) ganger en liten stracka ”dx”.
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summor. Sétt sedan I := inf M och I := sup m. Ifall I = I séger vi att f &r Riemannintegrerbar éver [a, b], och
e b T . T . . .
vi definierar fa f(x)dx = I. Vi har nu ater erhallit Riemannintegralen (man kan visa att det dr exakt samma

begrepp som det vi introducerade i féregdende stycke). [Ett alternativt sétt att formulera utsagan I = I 4r som
foljer: till varje € > 0 finns det en 6versumma @ och en undersumma 6 sddanaatt ® — 8 < €.]

Inom hogre matematik anvands sallan Riemannintegralen 6ver huvud taget. | stillet anvands den sa kallade
Lebesgueintegralen. Detta ar ett annat integralbegrepp, som definieras med hjalp av s.k. matteori. | praktiken
ar skillnaden mellan de tva integralbegreppen att det finns funktioner som ar Lebesgueintegrerbara men som
inte ar Riemannintegrerbara. (Dessa funktioner ar ganska ”osnalla”. Till exempel &r ju saval varje styckvis konti-
nuerlig som varje monoton funktion Riemannintegrerbar.) Ett exempel dr den karaktaristiska funktionen yq for
QpaR,d.v.s. yo(x) = 1omx € Qoch yo(x) = 0 annars. Lebesgueintegralen av yq 6ver ett kompakt inter-
vall [a, b] 4r 0, medan den motsvarande Riemannintegralen inte existerar. Det senare faktumet kan den intres-
serade ldsaren litt kontrollera sjélv (genom att visa att [ = b — a medan I = 0). Daremot giller att om en
funktion ar Riemannintegrerbar sa ar den ocksa Lebesgueintegrerbar, och de tva integralerna har i sa fall
samma varde. Sa t.ex. for styckvis kontinuerliga funktioner pa kompakta intervall &r de tva begreppen lika.
Anledningen till att man inom den hégre matematiken féredrar Lebesgueintegralen framfér Riemannintegralen
ar att Lebesgueintegralen har trevligare teoretiska egenskaper (och den gar ocksa att generalisera pa fler satt).

Forst pratade vi om sjalva idén bakom integralbegreppet (Riemannsummor), sedan om precisa inte-
graldefinitioner (t.ex. via 6ver- och undersummor). | praktiken anvands mycket sallan dessa kon-
struktioner vid praktisk berdkning av integraler (enda ndmnvarda undantaget torde vara numerisk
integration pa dator). Da anvands i stéllet andra tekniker, som t.ex. primitiva funktioner, variabelby-
ten och partiell integration.

Det ar trots detta mycket viktigt att studenten atminstone ar valbekant med idén bakom integralbe-
greppet, eftersom det ar denna som sager vad en integral ”ar” for nagot, och det ar denna man lutar
sig mot i tillampningar ndar man inser att det ar en integral man har med att gora.

Sa... Vad ar podngen med integraler? Har man nagon nytta av dem? Ja, massor. Se foljande exempel.

Exempel (massa hos trad). Antag att en trad av langd £ ligger mellan x = 0 och x = £ och att dess
densitet [enhet: g/cm] &r p(x) i punkten x € [0,£].”° Vad &r hela tradens massa?

?

A
r \

Ett naturligt satt att uppskatta trddens massa ar att dela in [0, €] i 10 lika stora delintervall. Varje

delintervall &r da litet, s p(x) ar ungefar konstant pa intervallet. Om vi later x, vara mittpunkten pa
det k:te intervallet Uy, sa ar tradens massa i det har intervallet ungefar p(x;)L(Uy) [enhet:
g/cm - cm = g] och hela tradens massa ar ungefar

I; = p(x1)L(Uy) + p(x2)L(Uy) + -+ + p(x10)L(Ugp)-

En battre approximation bor vi fa om vi i stallet delar in traden i 100 lika stora bitar, o.s.v. Det ar
salunda rimligt att tolka f[o . p(x) dx som hela tradens massa.

*% Detta &r en modell av tradens massfordelning. | praktiken innebir modellen att om talet § dr “mycket litet”
s &r massan av traden i [xq — 8§/2,x, + 6 /2] lika med 8p(x,).
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Exempel (area under graf). Lat f: [a, b] = R™ vara en kontinuerlig och positiv funktion. Vad &r arean
under grafen till f, d.v.s. vad ar arean av miangden {(x,y) E R%:a <x < bh,0 <y < f(x)}?

Ett naturligt angreppssatt ar att dela in intervallet [a, b] i 10 lika stora delintervall. | varje del ar f(x)
ungefar konstant, sa arean under grafen i den har delen ar ungefar lika med detta funktionsvarde
ganger delens langd (en rektangelarea). Om vi t.ex. later x;, vara mittpunkten pa det k:te intervallet
Uy sa ar arean under grafen 6ver Uy, ungefar f (x;,)L(U) och hela arean &r ungefar

Lig = f(x)L(Uy) + f(x)L(Uz) + -+ + f(x10) L(Uyp)-

En battre approximation bér vi fa om vi i stallet delar in [a, b] i 100 lika stora bitar, o.s.v. Det &r
salunda rimligt att tolka f[a b]f(x)dx som arean under grafen till f mellan a och b. (I sjalva verket

kan man med fordel definiera begreppet "area under graf” pa det har sattet.) Pa nésta sida visas de
allt battre approximationer som erhélles narn = 1, 2, 4,8, 20,50 i det enkla exemplet f(x) = 4 —
x3/120 + x2/10 + x pd intervallet [4, 16]. | exemplet erhalles féljande varden (dar integralen &r
berdknad med hjalp av primitiv funktion):

16
I I, Iy Ig 1P Is f(x)dx
4

188 171.8 167.75 166.7375 166.454 166.40864 166.4

Ovning

1. *Fundera pa hur bilderna skulle se ut om vi valde storsta eller minsta funktionsvardet i varje
del i stallet for funktionsvardet i mitten av delen. Vi erhaller da éver- och undersummor till
integralen. Verkar det somom [ = I (med den notation som anvdndes i anmarkningen
ovan)?

N&r man val lart sig vad en integral ar for nagot brukar man motivera praktiska integraluppstallningar
pa ett mer kursivt satt. Som exempel kan vi betrakta den nyligen studerade areaberakningen: vi vill
hitta arean under grafen y = f(x) mellan x = a och x = b. Vi delar da in x-axeln i massa smabitar
av langd dx (som ar ”"oandligt sma”). Rektangeln 6ver biten vid x har héjden f(x), sa dess area ar
dA = f(x)dx. Hela arean under grafen far vi genom att summera dessa smarektanglars areor, var-

vid vi erhaller den totala arean f; dA = f; f(x)dx. Klart. Det har resonemanget ar valdigt handvif-

tande (bland annat ndmns inte gransovergangen alls, och vi latsas som om “dx” vore ett “oandligt
litet” tal, och “summan” &r inte en riktig summa, utan en integral!), och det ar alltid underforstatt att
det egentligen star for det mer precisa resonemang vi gjort tidigare.

Ovning

1. Settill att du ser kopplingen mellan det riktiga resonemanget och den kursiva motiveringen,
sa att du kanner dig 6vertygad om giltigheten i den kursiva motiveringen.
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Exempel (area under graf). Vi vill berdkna arean A innanfor en cirkel med radie r. For att astad-
komma detta betraktar vi cirkelkurvan x? + y2 = 12 kring origo. Ovre delen av denna kan skrivas

y = Vr2 — x2, och 4r alltsd grafen av en funktion. Arean under den hir grafen (som ligger mellan

x = —r och x = r) ar precis halva den sokta cirkelarean, som salunda ar
X
—Zf VT —xdx—er '_?]—Zr—f\/l—tzdt—
-7 =T r
[ t= smv n
= vE[ ] = 2r? f |cosv| cosvdv = 2r? J‘z cos?vdv =
2'2 u _r

Ldt = cosvdv
T
2

T
i . . 2/1 1 v 1
_ [ cosinus for ] = 2rzf <_+§COS 217) dv = 2r? [—+ —sin Zv] _=Tr'm
2

ldubbla vinkeln _m\2 2 4

Lasarens hogstadieldrare hade alltsa ratt.
Ovning

1. Berakna arean innanfor en ellips med halvaxellangderna a och b. Kontrollera ditt resultat ge-
nom att sattaa = b.

Exempel (ldngd av kurva). Vi vill berdkna langden L(T') av kurvanT i=r ([O, %ﬂ]) darr(t) :=

t(cost,sint). Ett naturligt satt att angripa problemet ar att dela in “restiden” [O,%n] i N stycken lika

stora intervall, och sedan approximera kurvan i varje delintervall med en rat linje fran bilden av forsta
till bilden av sista tidpunkten i intervallet, se bilderna nedan.

! !

! !
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Om indelningen &r fin, sa ar den rata linjen i varje delintervall en valdigt god approximation till den
riktiga kurvan i delintervallet, som darfér nastan har konstant hastighetsvektor dar. Alltsa ar langden
av kurvan i delintervallet ungefar [r'(t)|At dar t &r ndgon tidpunkt i intervallet, och At &r tidinterval-
lets langd. Om vi summerar alla dessa strackor erhaller vi ungefar hela kurvans langd, och nar indel-
ningens finhet gar mot noll boér vi fa hela kurvans langd (i sjalva verket kan vi definiera begreppet
kurvlangd pa det har sattet), d.v.s. kurvans lingd®*

31

3T 3T
L) =f4 |r'(t)|dt=f4 2 (D)2 +y(t)2dt=f4 J1+ t2dt ~ 3.81.
0 0 0

Exempel (volym av rotationskropp: “skivformeln”). Vi vill berdkna volymen V av en (rat cirkuldr) kon
med hojd h och radie r. Vi kan producera en sadan kon genom att rita den rata linjen y = %x fran

x = 0 till x = h, och sedan rotera omradet mellan x-axeln och linjestycket kring x-axeln. For att be-
réakna volymen av den erhallna rotationskroppen (d.v.s. konen) delar vi in x-axeln mellan 0 och h i en
massa smabitar. En allmén av dessa ligger vid koordinaten x och har bredd dx och héjden fran x-
axeln upp till kurvan dr har y = rx/h. Denna del ger alltsa under rotationen upphov till en skiva med
volymen dV = y?ndx = (rx/h)?ndx, varfér hela konens volym &r

h r? h2 rz 1 2 r’hr
V=f0dv=ﬁﬂj;)de=ﬁT[‘§h= 3 .

Detta ar precis en tredjedel av volymen av "motsvarande” cylinder, just som vi fick lara oss pa hog-
stadiet.

Exempel (volym av rotationskropp: “skivformeln”). Lat oss aven bestimma volymen V av ett klot med

radien r. Denna kropp erhélles ndr omradet under kurvan y = Vr? — x2 roteras ett varv kring x-
axeln, sa volymen &r

T

T T 2 T 1
V= -[ y?mdx = J (\/rz - xz) mdx = nf r?=—x%dx=m [rzx - §x3] =
—r —-r -r

-r
4mr3
3

1 1
= (r3 —§r3 + 73 —§r3> =

Exempel (volym av rotationskropp: “rérformeln”). Om omradet 0 < x < 4, e* <y < e*, roteras ett
varv kring y-axeln uppkommer en rotationskropp. Vi vill bestdmma dess volym V. Vi delar in x-axeln
fran 0 till 4 i en massa smabitar av langd dx. Den del av omradet som ligger ovanfor en sadan bit, vid
koordinaten x, har arean d4 = (e* — e*)dx och volymen av det ”"rér” som uppkommer nir denna
del roteras kring y-axeln ar ungefir dV = 2mxdA = 2nx(e* — e*)dx. Hela rotationskroppens volym
ar sdlunda

4 4
V= J dv = f 2nx(e* — e¥)dx = [Partiell integration] = 2m(5e* — 1).
0 0

Exempel (area av rotationsyta). Lat oss berakna arean A av en kon med héjd h och radie r. Utga fran
samma upplagg som i tidigare konexemplet. Dela in x-axeln fran x = 0 till x = h i smabitar. Linjebi-

! Det &r inga problem att berdkna integralen exakt med standardmetoder fran envariabelanalysen.
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ten ovanfér smabiten vid koordinaten x har kurvlangden ds = /1 + r2/h? dx s arean av den
"remsa” som uppkommer nar den har linjebiten roterar kring x-axeln ar

2nrx r2
h 1+ ﬁdx

dA =2nyds =

Hela arean blir darfor

h 2nr r2 (h Zm‘/ rz 1 r2
A:J;)dA:T 1+ﬁLXdX=T 1+ﬁ-5h2=m’h 1+ﬁ=ﬂ'7"\/h2+7"2.

Exempel (area av rotationsyta). Lat oss ocksa berdkna arean av en sfar med radie r. Sfaren uppkom-
mer ndr kurvany = V2 — x2 roterar ett varv kring x-axeln. Vi delar som vanligt in x-axeln fran

x = —rtill x = r i smabitar. Delen vid koordinaten x har bredden dx och kurvan ovanfor biten har
langden

ds =1+ y'(x)?dx = \]1 + (——

. . _ . _ R _ .
vilket ger upphov till delarean dA = 2my - ds = 2nVr4 — x Wrmre dx = 2nrdx (Gud vad smi

digt!!) sa att hela arean blir
T T T
A =j dA =f 2nrdx = anf dx = 4mr?.
=T =T -r

Exempel (integral som medelvirde). Antag att temperaturen i en lokal &r T(t) [°C] vid tidpunkten t
[h]. Vad &r medeltemperaturen under ett givet dygn, t.ex. d& t € [0,24[?

Det har ar forstas till viss del en definitionsfraga (vad menas med “medelvardet” av en funktion pa
ett intervall?), sa som i tidigare exempel kan den formel vi resonerar oss fram till tjana som sjalva
definitionen av den namnda sortens “medelvarde”.

Ett naturligt satt att ta fram ett rimligt “medelvarde” &r att sampla temperaturen vid jdmna mellan-
rum, t.ex. varje timme. Vi erhaller da en dndlig féljd av tal:

T(0), T(1), .., T2, T(23).

Vi kan sedan berakna det vanliga aritmetiska medelvardet 2—12?30 T(t) av dessa tal. En battre ap-

proximation av det “sanna” medelvardet under dygnet bor vi fa om vi samplar oftare, t.ex. varje mi-
nut, eller varje sekund.

Antag att vi vantar tiden At [h] mellan varje sampling, och att vi totalt gér n samplingar med start da
t = 0. Vi far d& (med nagra rimliga val) sambandet nAt = 24. Medelvardet T,, av alla matvirden blir
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7o T(0) + T(At) + T(2At) + -+ T((n — 1)At)

n-

n

I 94 24 24 24 _
= %[T(O)-At+T(At)'At+T(2Af) (At + -+ T((n — 1At) - At]

Men uttrycket inom parentes ar ju en Riemannsumma for T éver [0, 24], s& nar At - 0 (d.v.s.n =
oo) far vi

_ 1 24
T, — T(t)dt.
TR

Av den har anledningen brukar man definiera medelvardet av f: [a, b] - R som ﬁf; fx)dx.

Detta ar alltsd den ”naturliga” kontinuerliga motsvarigheten till det diskreta aritmetiska medelvar-
desbegreppet.

Exempel (* elektrisk faltstyrka). Som sista exempel hamtar vi (fran en av forfattarens fysiktexter) en
trevlig berdkning fran elektrostatiken. Sag att vi har en oandligt lang ledare med konstant ladd-
ningstathet p [enhet: coulomb/meter]. Vad ar den elektriska faltstyrkan runt ledaren?

Infor ett cylindriskt koordinatsystem sadant att ledaren ligger kring z-axeln. Av symmetriskal ar det
klart att det elektriska féltet inte kan bero pa de cylindriska koordinaterna z eller ¢, och inte heller
kan faltvektorn ha nagon komponent i Z- eller @-riktningen. Alltsa ar det elektriska filtet E = E (r)f.
Betrakta nu punkten P := (1, ¢,z) = (r,0,0). Av vara symmetribetraktelser racker det med att be-
rakna faltvektorn i denna punkt.

P =(r,0,0)

N>

Betrakta en liten del dz av traden, beldgen vid koordinaten z. Avstandet mellan den har delen av

traden och faltpunkten P &r d(z) := Vz? + r? sa den har delen av traden, som har laddningen
dQ = pdz, kommer enligt Coulombs lag? att bidraga med den elektriska faltstyrkan

dQ pdz

O e " T dnegde?

V(2)

?2 p3 gymnasiet brukar storheten 1/4me, kallas for ”k”, kort och gott.
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dar ¥(z) ar den normerade riktningsvektorn fran tradbiten till faltpunkten. Eftersom vi redan insett
att nettofaltet i P (eller, for den delen, ndgonstans) bara har en radiell komponent, racker det att
betrakta enbart den radiella projektionen av varje dE(z). Denna ar

dE. ( ) de A( ) ~ de
Z)=———V(Z)'T=———"F——;C0sqQ.
" 4meyd(z)? 4me,d(z)?
Men vinkeln
A z
a:=+(V,1)= arctan;
varfor
z 1 r
cos @ = cos arctan; = == 7= -
re+z
\/1 +Z4
T
sa att

rpdz
4mey(z2 + 1r2)3/2

dE.(z) =

Det elektriska nettofaltet i P ar darfor (det har ar en generaliserad Riemannintegral)

E.(r) =der(Z) zf rpdz _ p :
R rATEN (22 +12)3/2  2meyr
d.v.s.
= ¢
2megr

(Det hér resultatet kan harledas betydligt smidigare med hjalp av metoder fran vektoranalysen.)

11.1.1 Sa... Vad dr en integral?

| féregdende avsnitt introducerade vi integralbegreppet fran envariabelanalysen. Dels gav vi den
bakomliggande idén bakom begreppet — en integral dr gransvardet av en Riemannsumma —, dels gav
vi ett par precisa definitioner av (Riemann)integralen. Sedan bjod vi pa ett smérgasbord — nastan en
matematisk orgie — av exempel pa tillampningar.

Poangen med foregaende avsnitt var att fa lasaren att inse vad en integral egentligen ”ar” fér nagot:
gransvardet av en Riemannsumma. Tyvarr ar det namligen sa att manga studenter saval pa gymnasi-
eniva som pa hogskoleniva betraktar begreppet “integral” som synonymt med "area under graf”.
Forvisso ar det sant integraler ar det ideala verktyget for plana areaberakningar, och en av de exem-
pelapplikationer vi gav var just berakning av plan area. Men i manga andra integraltillampningar ar
det hogst onaturligt att tala om “area under graf”.

Till exempel, nér vi berdknade massan hos en trad med variabel densitet, sa tankte vi inte sa mycket
pa ”area under graf” (dven om det naturligtvis ar sant att tradens massa ar samma tal som arean

under densitetsgrafen). Och nér vi berdaknade langden av kurvanT :=r ([O,%n]) darr(t) ==

3
t(cost,sint) salandade vii integralen f04 V1 + t?dt, men vi betraktade ingen plan area. Visst,

langden av kurvan dr samma tal som arean under grafen y = V1 + x2, men vad har det med saken
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att géra? Det ar knappast sa att man direkt inser “jaha, langden av kurvan " :=r ([0,%”]) dar

r(t) :== t(cost,sint) ar sa klart lika med arean under grafen y = V1 + x2”.

De 6vriga exemplen i avsnittet saknar ocksa koppling till begreppet “area under graf”. Slutsaten torde
vara att man i de flesta integraltillampningar inte alls tdnker pa areor under grafer. Det man tanker
pa i stéllet ar den grundlaggande idén bakom integralbegreppet: uppdelning i smabitar, bildandet av
Riemannsumma, och gransévergang (om lasaren ursaktar Oxfordkommat).

Att tanka pa integraler som "areor under grafer” kan salunda vara handikappande. Dessutom kan en
. . . . b i
integral vara negativ (vilket inte en area kan vara); tolkningen att fa f(x)dx ar ”arean under grafen

y = f(x)” géller ju bara om f &r en positiv funktion.

En tredje — och ganska central — anledning till att areaassociationen ar olamplig pa hogskoleniva ar
att generaliseringen av integralbegreppet till hogre dimensioner ar fullstandigt trivial om man tanker
pa integraler som gransvarden av Riemannsummor, men valdigt knepig om man tanker pa integraler
som “areor under grafer”.

11.1.2 Ett par extra exempel

Vi avslutar med tva extra exempel pa tillampningar av envariabelintegraler, eftersom resultaten ar
intressanta och problemen egentligen kan betraktas som flervariabelproblem som ”rakar” vara han-
terbara med “rena” envariabelmetoder.

Exempel

Berikna volymen av den kropp som uppkommer nir omradet D := {(x,y) € R%:0 < y < V1 — x?}
roteras ett varv kring linjen y = —1. (Notera att den erhallna kroppen &r en osedvanligt otymplig
servettring.)
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Lésning: Vi delar in x-axeln mellan x = —1 och x = 1 i smabitar av langd dx. Smabiten vid koordina-
ten x ger vid rotationen upphov till en kropp av volymen A(x)dx dar tvartsnittsarean A(x) =

2
(V1 —x2 + 1) m— 1%m s3 att hela den sékta volymen &r

1

V:=f1A(x)dx=nf (( 1—x2+1)2—1>dx=nf1(1—x + 2 )dx—
il il

=il
1

1
=nf (1—x2)dx+2nf 1— x2dx
il il

dar
fl(l 2)d —[ - 3]1 i
9 x9)dx =[x —x LT 3 5= 3
och
x—smt
f\/ — x2dx = tE -, = f \ll—smztcostdt—f v cos2tcostdt =
dx—costdt
Vs Vs Vs
2 2 2 /1 1
=f |cost|costdt=f cosztdtzf (—c052t+—)dt=
_r _T _m\2 2
2 2 2
T
L 112 m
—[ZSII’IZt-FEt:I_E—E
sa att
V= r2m-Z=2Z 4 g2
=7 meoo=gtm

. 4T
Svar: Volymen &r—+ 2.

Exempel

Ur ett klot av radie R borras ett cylindriskt hal, rakt genom klotets mittpunkt, med radie r < R. Be-
rakna volymen av det som aterstar av klotet. (Notera att dven den har kroppen kan betraktas som en
servettring om halet ar stort. Om halet ar litet ror det sig i stdllet om en ljusstake som inte kan sta

ordentligt pa en plan yta (varfor?). Om halet ar annu mindre rér det sig om en parla som man kan tra
en trad igenom.)
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Lésning:  Aterstoden av klotet ar den kropp som uppkommer nar omradet

D= {(X.JI) € R%:r Syﬁx/r—xz}

roteras ett varv kring x-axeln; detta striacker sig fran x = —VRZ — r2 till x = VR2 — r2 sd att den
sokta volymen ar

JRT=2 , VR
V:=f ( R2—x2) n—rzn)dx=nf (R? —x%? —r?)dx =
_VRE=Z VR
. JRT=2 1 3
_ Py B _ 2_ .2\ [p2 _ ;2 _ — (P2 _ +2)3 | =
n[Rx 3x rx]_ — 27T((R r“ )JYR? —r 3(R r))

41
_ ?(RZ _ r2)3/2.

Svar: Volymen ér%ﬁ (RY— p2)312

Ovningar

1. Kontrollera rimligheten i det sista resultatet genom att prévar = 0 ochr = R.
2. De tva senaste exemplen lostes med skivformeln. Prova att 16sa dem med rérformeln!

11.2 Dubbelintegraler

Vi kommer i det hdr dokumentet inte att ge nagon formell definition av begreppet dubbelintegral
som vi gjorde i envariabelfallet i en asteriskmarkerad anmarkning (lasaren ar i stallet hanvisad till
ordinarie kurslitteratur), men vi kommer att ge den grundlaggande idén. Eftersom dubbelintegraler
ar for skalarfalt i planet vad enkelintegraler ar for funktioner pa tallinjen, kommer lasaren att kanna
igen sig. Mycket.

Om F: Dr — R é&r ett skalarfalt i planet (d.v.s. Dr € R?) och D c Dy s dr dubbelintegralen

ffD F(x,y)dxdy, om den existerar, ett tal. Precis som i envariabelfallet ar integralen inget annat an
"gransvardet av en Riemannsumma”. Idén ar att man delar in D i N stycken smabitar. | varje smabit
ar F(x,y) ungefar konstant (om F &r snall nog). | varje bit valjer vi nagot funktionsvarde och gangrar
detta med bitens area; sedan summerar vi dessa produkter, varvid vi erhaller ett tal. Integralen

JJ, F(x,y)dxdy ar gransvérdet av dessa s.k. Riemannsummor nér indelningens finhet gar mot noll

(d.v.s. nar vi tar fler och fler, mindre och mindre, bitar).

Mer specifikt, sag att vi delar in D i de N stycken smabitarna (Dy)i—,. For varje k = 1, ..., N valjer vi
en punkt (xx, V) € Dj. Riemannsumman &r da

F(x1,y1)A(Dy) + F(x2,y2)A(D;) + -+ + F(xy, yn)A(Dy)
dar A(Dy,) ar arean av smabiten Dy,.

Notera i synnerhet att integralen av den konstanta funktionen 1 ger D:s totala area, d.v.s.
JI, 1dxdy = A(D).

Exempel (massa av skiva). Antag att en plastskiva upptar rektangeln D := [0,1] X [0,1] i xy-planet
och att densiteten i punkten (x, y) ar lika med p(x, y) [enhet: g/cm®]. Vad &r hela skivans massa?
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Ett naturligt angreppssatt ar att dela in rektangeln i en miljon smabitar (t.ex. lika stora kvadrater,
1000x1000 stycken); kalla dessa smabitar Dy, ..., D1g00000- | Varje smabit dr densiteten p(x, y) unge-
far konstant. Om vi valjer nagon punkt (xi, yi) € Dy, for varje k sa ar darfér massan i biten D, unge-
far lika med p(xx, i )A(Dy) [enhet: g/cm?- cm? = g]. Hela skivans massa ar sdledes ungefar

p(x1,y1)A(D,) + p(x2,¥2)AD;) + -+ + p(X1000000> ¥100000)A(D1000000)-

Vi bor fa en battre approximation om vi gor om samma sak fast med finare indelning, d.v.s. det ar
rimligt att tolka ffD p(x, y)dxdy som den totala massan hos skivan.

Exempel (volym under graf). Lat F: R? —» R* vara ett kontinuerligt och positivt skalarfilt i planet, och
I3t D © R?. Vad &r volymen under grafen z = F(x, y)? Ett naturligt satt att angripa problemet &r att
delain D i N stycken smabitar Dy. | varje smabit ar “takhojden” F(x, y) ungefar konstant, sa volymen
av den del av "byggnaden” som ligger 6ver Dy, ar ungefar F (x, v, )A(Dy) dar (xy, yi) ar en godtyck-
ligt vald punkt i D,.. Hela "byggnadens” volym &r salunda, approximativt,

F(x1,y1)A(D1) + F(x3,¥2)A(Dy) + -+ F(xy, yn)A(Dy).

Vi bor fa en battre approximation om vi gor om samma sak fast med finare indelning, d.v.s. det &r
rimligt att tolka [f, F (x, y)dxdy som volymen under grafen z = F(x,y) 6ver D.

Idén med Riemannsummor sager inget om hur man berdknar dubbelintegraler i praktiken, men pre-
cis som i envariabelfallet &r det 4nda viktigt att studenten forstar idén bakom begreppet. Nar man i
praktiken skall berakna en dubbelintegral anvander man tekniker som itererad enkelintegration och
variabelbyte.

11.3 Trippelintegraler

Trippelintegraler ar for skalarfalt i rummet vad dubbelintegraler ar for skalarfalt i planet.

Om F: Dr - R &r ett skaldrfalt i rummet (d.v.s. D € R3) och D © Dy s3 ar trippelintegralen
fffD F(x,y,z)dxdydz, om den existerar, ett tal. Idén ar att man delar in D i N stycken smabitar. |

varje smabit ar F(x, y, z) ungefar konstant (om F ar snall nog). | varje bit valjer vi nagot funktions-
varde och gangrar detta med bitens volym; sedan summerar vi dessa produkter, varvid vi erhaller ett
tal. Integralen [[f F(x,y, z)dxdydz ér gransvardet av dessa s.k. Riemannsummor nar indelningens

finhet gar mot noll (d.v.s. nar vi tar fler och fler, mindre och mindre, bitar).

Mer specifikt, sig att vi delar in D i de N stycken smabitarna (Dy)i—,. For varje k = 1, ..., N valjer vi
en punkt (X, Vi, Zx) € Dj. Riemannsumman &r da

F(x1,¥1,21)V (D) + F(x2,¥2,22)V(D3) + -+ F(xy, Yy, 2 )V (Dy)
dar V(Dy,) ar volymen av smabiten Dy,.

Notera i synnerhet att integralen av den konstanta funktionen 1 ger D:s totala volym, d.v.s.
JIf, 1dxdydz = V(D).

Exempel (massa av kropp). Antag att ett foremal upptar omradet D i rummet och att densiteten i
punkten (x, v, z) ar lika med p(x, y, z) [enhet: g/cm’]. Vad 4r hela kroppens massa?
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Ett naturligt angreppssatt ar att dela in D i N stycken smabitar; kalla dessa smabitar Dy, , ..., Dy. |
varje smabit r densiteten p(x, v, z) ungefar konstant. Om vi véljer nagon punkt (xy, Vi, zx) € Dy, for
varje k sa ar darfor massan i biten D, ungefar lika med p(xx, Vi, 2, )V (D) [enhet: g/cm?- cm?® = g].
Hela kroppens massa ar saledes ungefar

p(x1,¥1,2)V(D1) + p(x2,¥2,22)V(D3) + -+ + p(xn, YN, Zy)V (D).

Vi bor fa en battre approximation om vi gor om samma sak fast med finare indelning, d.v.s. det &r
rimligt att tolka [ff, p(x,y, z)dxdydz som den totala massan hos kroppen.

Idén med Riemannsummor sager inget om hur man berdknar trippelintegraler i praktiken, men det ar
anda viktigt att studenten forstar idén bakom begreppet. Nar man i praktiken skall berdkna en trip-
pelintegral anvander man tekniker som itererad enkelintegration och variabelbyte.

11.4 Multipelintegraler av hogre dimension

Pa liknande satt som i planet och rummet definieras multipelintegraler i R™ i allmanhet. For att t.ex.
approximera [[[[p F(x,y,z, w)dxdydzdw éver D ¢ R* kan man dela in D i smabitar, och i varje bit
gangra F(x,y,z, w) med bitens hypervolym; sedan summerar man, och integralen ar gransvardet nar
indelningen blir finare. Som med dubbel- och trippelintegraler berdknar man i praktiken (om mojligt)
allmanna multipelintegraler med hjalp av tekniker som itererad enkeltintegration och variabelbyte.

11.5 Enkla exempel
Vi forutsatter i exemplen nedan att lasaren ar bekant med standardteknikerna for berdkning av mul-
tipelintegraler: itererad enkelintegration och variabelbyte.

Exempel
Berakna [f, (1 + 2x + y)dxdy dér D &r (den fyllda) triangeln med hérn i (0,0), (1,0) och (0,1).

Ldsning: x stracker sig fran 0 till 1 och for varje fixt x gar y fran 0 till 1 — x, sa integralen ar
f (14 2x+ y)dxdy = f
D

1 1-x 1-x

(f (1+2x+y)dy>dx— < 2xy + = y2 )dx:
o \Jo

_fl( 3 +3)d 15,3 oo

- ), 2% *= [zx zx]o_ 2

Svar:  [f,(2x + y)dxdy = 1 déar D &r (den fyllda) triangeln med hérn i (0,0), (1,0) och (0,1).

3—1
2_ .

Anmdrkning 1: Eftersom skalarfaltet F(x,y) = 1 + 2x + y &r positivt pa D ar integralen ffD(l +

2x + y)dxdy lika med volymen under grafen z = 1 4+ 2x + y ovanfor D. Vi kan alltsa tolka detta
varde som volymen av en trekantig byggnad med lutande tak, se bilden nedan till vinster.

Den har bilden erbjuder ocksa ett mycket trevligt troliggérande av formeln for itererad enkelintegrat-
ion. Byggnaden stracker sig tydligen fran 0 till 1 i x-led. Valj nagot x, € [0,1] och snitta byggnaden
med planet x = x,, se bilden nedan, till héger. Arean av den har (tdnkta) “vaggen” ar A(x,) =

fl_xo(l + 2x, + y)dy (area under graf!) och dess tjocklek ar dx, sa dess volym ar dV := A(xy)dx =
(fl xo(l + 2xo + y)dy) dx. Hela byggnadens volym erhalles om vi summerar dessa vaggars voly-
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mer, d.v.s. hela volymen ar fol (fol_xo(l + 2xg + y)dy) dx vilket &r precis integralen ovan. (Tank pd

Riemannsummorna till den yttre integralen for att se att detta ar ratt och rimligt.)

Anmdrkning 2: | exemplet beraknade vi integralen [[ (1 + 2x + y)dxdy dar D = {(x,y) € R*:0 <

x < 1,0 <y <1 — x} med hjilp av itererad enkelintegration. Men dven utan den berdkningen kan
vi mycket |att uppskatta integralens varde. Minsta vardet av F(x,y) := 1+ 2x + y pa D arju 1 (och

erhalles i origo), medan storsta vardet ar 3 (och erhalles i (1,0)). D:s area ar %, sa vi ser direkt att

N| =

3
S_U (1+2x+y)dxdy£§.
D

Vi kan i sjdlva verket stdanga in integralen i ett hur litet intervall som helst genom att delain D i

mindre bitar, och i varje bit valja storsta och minsta vardet av F, och bilda motsvarande 6éver- och
undersummor.

Exempel

Insidan av ett dryckesglas har formen av paraboloiden z = x2 + y? och gla-

set ar fyllt med Coca-Cola upp till z =5 cm. Vad ar volymen av drycken i gla-
set?
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Lésning: Om D betecknar omradet i glaset dar drycken ar, d.v.s.om D = {(x,y,z) € R%:x2 + y2 <
z < 5}, s& drvolymen V(D) = fffD dxdydz. Det finns tva rimliga angreppssitt att berdkna V(D).

Metod 1: Skivor

Vi kan dela in z-axeln i smabitar av hojd dz. Drycken vid hojd z dr da formad som en “skiva” (eg. cy-
linder) av hojd dz och radie (2) = vz, och ddrmed tvérsnittsarean A(z) = r(z)?m = zm; skivans
volym ar alltsa dV = A(z)dz = zmdz sa att hela vatskans volym &r

> > > 25m
V(D) = ff dxdydz = f av = f A(2)dz = f zndz = —.
D 0 0 0 2

e ——
O —

B m——

‘/
S ———

Metod 2: Staplar

Projektionen av D pa xy-planet ar disken D := {(x,y, z) ER3:x2 + 92 < V5,z = 0} =

{(x,y) € R%:x? + y% < +/5}. Vikan dela in denna i smarektanglar av area d4 = dxdy. Vitskan
ovanfdr en sadan rektangel, vid koordinaterna x och y, 4r en pelare som strécker sig fran z = x? +
y? upp till z = 5, s att dess hojd ar h(x,y) :== 5 — x2 — y2 och dess volym &r dV = h(x,y)dxdy =
(5 — x? — y?)dxdy. Hela vitskans volym &r salunda

V(D) = ffDdxdydz — ffEdV = ffﬁh(x,y)dxdy = ffﬁ(S —x%2 —y¥)dxdy =

X = pCcos@
y =psing V5 21
:[ J=p J=ﬂ(5—p2)pdpd<p=f Gp—p3dp | dp=
E 0 0
E = [O, \/E] X [0,27[
25 251

= — LTl = ——

4 2

Svar: Vatskans volym &r 25m/2 cm®.
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Exempel

Berdkna ffD(x — y)dxdy dar D &r den (fyllda) parallellogramen med hérni (0,1), (%,%) och
+(5-3)

Lésning: Genom att bestimma ekvationerna for de fyra linjer som begransar D ser vi att

D={(x,y)ER?: 0<x+y<1 —-1<3x—y<1}.

Det ar salunda lampligt att utfora variabelbytet

u=x+y
vi=3x—Yy
ty da galler
{OSx+yS1 {OSuS1
—-1<3x—-y<1 —-1<v<],

d.v.s. i nya koordinaterna svarar D mot rektangeln E := [0,1] X [—1,1]. Funktionaldeterminanten for
funktionen (x,y) ~ (u, v) ar —4; eftersom variabelbytet ar ”at fel hall” &r funktionaldeterminanten

vi behover infoga i integranden lika med % till beloppet.

Vi ser direkt att u + v = 4x och v — 3u = —4y sa att det inversa variabelbytet ar x = %(u + v),

y = %(Bu — v). Specielltarx —y = %(v — u) varfor

ffD(x—J')dxdy=%ﬂE(v—u)dxdy=%fol<fl(v—u)dv>du= _é_

Svar: ffD(x — y)dxdy = —%dér D &r den (fyllda) parallellogramen med hérni (0,1), G,%) och

+(5—3)

Anmdrkning: Uppgiften kan ocksa I6sas utan variabelbyte, men man behdver da dela in omradet i tre
delar (oavsett om man valjer att integrera med x eller med y innerst). Varfor?
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Exempel
Berékna [f x?dxdy dér D == {(x,y) € R?*:x* + 4y? < 4}.

Lésning: Villkoret for D kan skrivas

Gf+y231

sa D ar en fylld ellips med halvaxlar parallella med koordinataxlarna vilka stracker sig fran —2 till 2 i
x-led och fran —1 till 1i y-led (rita!). Vi infor darfor “elliptiska koordinater” enligt

X = 2pcos @
y=psing

sa att D svarar mot rektangeln E := [0,1] X [0,27[ i (p, ¢)-planet. Funktionaldeterminanten &r 2p,

Qo

S

- T = 2T.

5 1 21 1
jfx dxdyzjfllpzcosz(p-Zpdpd(p=8fp3dpf cos’pdp =8-—
D E 0 0 4

Svar:  [[ x*dxdy = 2m dar D = {(x,y) € R*:x* + 4y* < 4}.

Anmdrkning: Variabelbytet i foregaende uppgift kan goras i tva steg. Férst kan vi skala koordinatsy-
stemet enligt u = x/2, v = y, och sedan kan vi inféra vanliga polara koordinater u = p cos ¢,

v = psin . Vad ar de tva funktionaldeterminanterna? Vad ar deras produkt? Vilket omrade far vi i
uv-planet? Vilket omrade far vi i pp-planet? Préva garna att 16sa uppgiften pa det sattet!

Exempel
Berdkna [ (x* + y*)dxdy dar D = {(x,y) € R?: x* — 2x + y* < 0}.
Lésning: Eftersom

x2-2x+y*<0 — x-—1%*+y%2<1

ar D den fyllda cirkeln med radie 1 kring (1,0). Med tanke pa omrddet® infor vi férskjutna polara
koordinater (p, @) enligt

x=1+pcose

y =psing
sa att omradet D svarar mot rektangeln E := [0,1] X [0,27[ i pgp-planet. Funktionaldeterminanten &r
pochviserattx? +y2 =1+ 2pcosg + p?cos? ¢ + p?sin?p =1+ 2pcos + p? sd att

2 Om man tittar pa integranden ar det lampligt att inféra vanliga polara koordinater (x = p cos ¢,y = p sin ¢)
ty da blir x? + y? helt enkelt p?; daremot blir inte omradet trivialt. Om man i stllet tittar p& omradet &r det
mycket lampligt att inféra polara koordinater kring punkten (1,0), d.v.s.x =1+ pcos¢@,y = psing, ty da
blir omradet i nya koordinatsystemet rektangeln [0,1] x [0,27[; ddremot blir inte integranden lika trivial. Vi
maste gora ett val, och vi véljer det senare alternativet, som visar sig ge ganska enkla rakningar.
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ﬂ (x2 + yH)dxdy = ﬂ (1+2pcose + p?pdpde = ]
D E

1 2T
< (p +2p*cos g + p3)d<p> dp =
0 0

3w

= s

Svar:  [f, (x* +y*)dxdy = 377TdéirD ={(x,y) € R%: x2 — 2x + y? < 0}.

Anmdrkning: Variabelbytet i foregdende uppgift kan goras i tva steg. Férst kan vi translatera koordi-
natsystemet enligt u = x — 1, v = y, och sedan kan vi inféra vanliga polara koordinater u = p cos ¢,
v = psin . Vad ar de tva funktionaldeterminanterna? Vad ar deras produkt? Vilket omrade far vi i
uv-planet? Vilket omrade far vi i pp-planet? Préva garna att 16sa uppgiften pa det har sattet!

Exempel

Berdkna [ \/x2 + y2dxdy dér D = {(x,y) € R*: x* — 2x + y* < 0}.
Lésning: Eftersom
x2—2x+y?<0 = (x—1)2+y%2 <

ar D den fyllda cirkeln med radie 1 kring (1,0). Med tanke pa integranden®® infor vi vanliga polara
koordinater (p, @) enligt x = pcos¢,y = psing; m blir da p. For att beskriva omrddet i
poldra koordinater noterar vi forst att varje punkt i D har ¢ € [ ] och att r-koordinaterna i D for
varje sadan vinkel stracker sig fran 0 till cirkelns “bortre kant”. Cirkeln har ekvationen x? — 2x +

y? = 0 som i poléra koordinater lyder p? — 2p cos ¢ = 0 vilket ger p = 0 (origo) eller p — 2 cos ¢ =
0, d.v.s. p = 2 cos ¢, som alltsa ar det sdkta bortre avstandet for varje fixt ¢ € [—%g] Med

3

{(p. PER:—=<¢< g.p<2605<p}

N

har vi darfor

2cos @

ff\/mdxdy ffp pdpdg = f_i(fo

pzdp>d<0 f[p 1220 de =

8 (2 8 (2
=§jncos <pd<p=—f cos?@cospdy == f (1 —sin®? @) cospdp =
2 2

_[ s=sing ]_3© 2 _2
_[ds=c05(pd(p]_3f_1(1 5 Jds = 9

varfor vi ar klara.

Svar:  [[ \/x* + y?dxdy = %dérD ={(x,y) € R%: x%2 — 2x + y? < 0}.

*Se foregaende fotnot. Préva garna att byta koordinater sa att omradet blir fint i stallet. Hur blir integranden?
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Exempel
Berdkna arean innanfér en cirkel med radie r med hjalp av lampligt variabelbyte i dubbelintegral.

Losning: Infor disken D = {(x,y) € R?:x? + y* < r?} 54 att den sokta arean &r A(D) = [[ dxdy.
Med polart variabelbyte

X = pcos¢Q
y =psing
J=p

(dar J star for funktionaldeterminantens belopp) svarar disken D mot rektangeln E := [0, 7] X [0,27]
i (p, @)-planet, varfor

T 2T 1
A(D)=ﬂdXdJ/=ﬂ-pdpd<p=f pdpf ¢=Er2-2n=r2n.
D E 0 0

Exempel

Antag att densiteten i punkten (x,y) pa enhetsdisken x% + y2 < 1 4rp(x,y) :== 2 — x? — y%. Vad ar
hela enhetsdiskens massa?

Lésning: Om D betecknar enhetsdisken sa ar massan

X = pcos@
= p sin
M = ffp(x,y)dxdyz ff (2 —x? —y?)dxdy = Y= PERe =
. b J=p

(p, ) EE =[0,1] X [0 27T[
1 2T
= ff (2 — p*)pdpde =f (2p—p3dp | do= [p ——p ]
E 0 0

5 (1 1)_371
=27 1) =7

.. 3w
Svar: Massanar;.

Exempel
Berdkna volymen av ett klot av radie R med hjalp av [ampligt variabelbyte i trippelintegral.

Lésning: Med byte till sfariska koordinater svarar klotet K = {(x,y, z) € R3:x%2 + y? + z% < R?}
mot ratblocket [0, R] X [0, 7] X [0,27[ i rO¢@-rummet. Vi far volymen

X =rsinf cos @ ]

| y =rsinfsin g |

V(K):dedydz:| z=7cosb |
K ] =1%sin@

l(r,H,qJ)eEzz [0,R] x [0, ] x 027tJ

4

R T 2T 1
=j rzdrf sin9d9j dp ==R3-2-2m =
0 0 0 3

ﬂjr sin 8 drdfde =

nR3
3
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Exempel

Betrakta kroppen K == {(x,y,2) € R3:1 < x? + y? + z2 < 4,z > 0} och antag att densiteten i
punkten (x,y,z) ar p(x,y,z) == x> + y? + z2. Vad 4r K:s massa?

Lésning: Massan ar

M= ﬁf p(x,y,z)dxdydz = ff (x? +y? + z%)dxdydz =
K K

x =rsinf cos ¢
[ y =rsinfsin g l
= Z =r1cos6 = fffrzrz sin @ drdfde =
l J=1%sin@ J E
(r9<p)€E = [1,2] x [0,r/2] X [0,27[

2 62m
f 4drf sdeBf d(p—— T=—

.. 62T
Svar: MassanarT.

Exempel

Antag att densiteten i punkten (x,y) pa enhetsdisken x2 + y2 < 1 arp(x,y) = e **~¥* Vad 4r hela
enhetsdiskens massa?

Lésning: Med poléra koordinater (p, @) svarar enhetsdisken D mot rektangeln E := [0,1] X [0,27[
sd att massan ar
2 2 2 1 2 2m 1 2 1
ff e ¥ Vdxdy = ffe‘p pdpde =f pe~P dp do =21 [——e‘p ] =n(l—e™?).
D E 0 0 2 0

Svar: Massan arm(1—e™1).

Exempel

Berikna volymen av den del av innandémet av paraboloiden z = x2 + 2y? som ligger under planet
x—y+z=2.
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Lésning: Eftersom planet kan skrivas z = 2 — x + y sa skar det paraboloiden. Vi skall alltsa berakna
volymen V(D) av det icke-triviala omradet D := {(x,y,z) € R®:x2 + 2y? <z<2—x + y}.

Vi anvander metoden med ”staplar”. Vi behover da projektionen av D pa xy-planet, och for att be-
stamma denna bestammer vi dess rand, vilken uppenbarligen ar projektionen av skarningskurvan
mellan paraboloiden och planet. Skarningskurvan ges av

{z=x2 + 2y?
z=2—-x+y

( +1)2+2( 1)2 19
—1 —_ — — —— J—
“ YT q 8

— x2+2y2=2—x+y ——

. . —_— _— ) 1)2 1\%2 19 s o
sa att skarningskurvan tillhor den elliptiska cylindern (x F —) + 2 (y = Z) =5 projektionen pa

2 2
xy-planet ar darmed ellipsen (x + %) + 2 (y — i) = % z = 0. D:s projektion pa xy-planet ar

2 2
alltsa (x aF %) +2 (y = i) < %,z = 0. Eftersom

1,2 1\2 19 x+1/2\°  [(y-1/4\°
(x+3) +2(r-3) =57 = (—m/m) +<m/4>

ror det sig om en fylld koordinataxelparallell ellips med medelpunkt i (— %,%) och halvaxellangderna

V19 .19
PG respektive - Med

D= {(x,y) € RZ: (X+%>2+2<y—%>2 s%}

ar den sokta volymen ffﬁ h(x,y)dxdy dar h(x,y) ar stapelhojden ovanfor (x,y). Eftersom
h(x,y) =2 —x +y — x% — 2y? far vi volymen

jfﬁh(&y)dxdy:.H]j(z_x+y_x2_2y2)dxdy.

| de elliptiska koordinaterna (variabelbytet har funktlonaldetermlnanten p)

1 V19
X=—E+EPCOS§0
1 V19

y=Z+Tpsm(p

svarar D mot rektangeln E := [0,1] X [0,2m[ varfor

V(D)=ﬂ§h(x,y)dxdy=-UE(Z—x+y—x2—2y2)dxdy— ﬂ ——gp pdpdp =

361 Jl( 54 Jznd 361 1 , 361m
= — = — . 27T =
642 Jo S 0 v 642 4 128V2

36
Svar: Volymen ar ——= 128\/_ ~ 6.27.
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11.6 Intressanta exempel
Nu néar vi varmt upp med en rad enkla exempel tilldter vi oss att ge nagra mer intressanta exempel.

11.6.1 Volymberakningar

Exempel

Bestam volymen av "frékapseln” D := {(x,y,z) € R3:z > y?> Ay = x? A x > z2} som begrinsas av

de tre paraboliska cylindrarna z = y?2,y = x? och x = z2.

Lésning:  Vinoterar forst att D ligger helt i den slutna positiva oktanten ty x > z2 > 0 och motsva-
rande foér y och z. Sedan noterar vi att x > z? > y* > x8 vilket medfér att x < 1 och motsvarande
for y och z. Salunda ar D < [0,1]3 (sa den sokta volymen V(D) € [0, 1]). Vi ser ocksa att x antar alla
varden mellan 0 och 1, ty t.ex. (0,0,0) € D och (1,1,1) € D. Fér varje x € [0,1] géller att y gér fran
x2 upp till vz = V/x. Slutligen, for varje fixt (x, y) géller att z gar fran y? till v/x. Darfor ar

V(D)zj;)l(-[::ﬁ(-f;:}dz)dy)dx:;

o1
Svar: Volymen ar—.

Nedan visas en bild av de tre paraboliska cylindrarna som omsluter “frokapseln”.
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Exempel

Berikna volymen av snittet mellan cylindrarna y2 + z? < 1 (réd) och x2 + z2? < 1 (gul).

Observera att snittet inte syns i bilderna ovan, eftersom det ligger gdmt inuti unionen av cylindrarna.
Har kommer ett par bilder av snittet:

Lésning: Av symmetriskal racker det med att berdkna volymen av snittet i en av de attondelar som
syns i bilden till hoger, t.ex. den attondel dar x = 0 och 0 < y < x. Har gar x fran O till 1 och for

varje fixt sddant x gar y fran 0 till x. For varje (x, y)gar slutligen z fran —v'1 — x2 till V1 — x2 (d.v.s.
mellan de gula begransningsytorna). Darfor ar den sokta volymen

V:=8f01<fox<f@dz>dy)dx=16J;1<LXMdy>dx= 16]01(9“/@)6&:

—~V1=x2
1 16

1
=16|-=(1— 23/2] =—
[3( ¥V =3

. . 16
Svar: Den sokta volymen ar 5
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Att i stéllet berdakna volymen av unionen mellan cylindrarna vore forstas fanigt, eftersom den inte ar
andlig. Daremot kan vi berdkna volymen av den del av unionen som ligger i [—1,1]3:

Exempel (*)

Berakna volymen av den del av unionen av de tva cylindrarna y? + z2 < 1 (réd) ochx2 + z2 < 1
(gul) vilken ligger i [—1, 1]3.

Lésning (metod 1):  Skillnaden jamfort med foregaende berdkning ar att vi nu, for varje fixt (x, y),
later z ga mellan de réda begransningsytorna i stallet for mellan de gula. Vi far alltsa volymen

1/ rx [ r/1-¥2 y =sint
V:=8f (f (f dz)dy) x—16f <f J1—-y dy)dx—[te [0,7/2] ] =
0 \70 \’-y1-y? dy = costdt
arcsinx
—16f <f \/1—sm2tcostdt>dx—
arcsmx 1 arcsinx
|cos t| costdt) dx = 16[ <f cos? tdt) dx =
0 0

=16 [ (
arcsmx 1 arcsinx
=16 <f c052t+ )dt)dx=16f ([ sin 2t + = t] >
0 0 t=0
= 16 (

1 arcsinx
[ sintcost + = t] >dx=
2 t=0

=8 f (sinarcsin x cos arcsin x + arcsin x)dx =
0

1 1
=8f (x\/l—sinzarcsinx+arcsinx)dx=8f (x 1—x2+arcsinx)dx=
0 0
1 1 T 1 16
=8[—§(1—x2)3/2+ 1—x2+xarcsinx] =8(§+§—1)=4n——
0

eftersom

X
farcsinxdx=j}-arcslinxdx=xarcsinx—f—dx=xarcsinx+ 1—x2+C.

V1 — x2

; . 16
Svar: Den sokta volymen ar 4w — 5
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Lésning (metod 2): L&t C; = {(x,v,z) ER3:y?2 +22<1,-1<x <1}ochC, ={(x,y,2) €
R3:x2+22<1,-1<y<1}L.D3aarV(C,UC,) =V(C) +V(C,)—V(C;NC,) =2m+2m —%

dar V(C; N C,) kommer fran féregaende exempel.

. . 16
Svar: Den sokta volymen ar 4w — 5

Exempel

Ur en kon av radie R och héjd h borras ett cylindriskt hal av radie R /2 pa ett sadant satt att borrha-
lets axel ar parallell med konens axel och borrhalets rand innehaller konens symmetriaxel. Vad ar
volymen av det som sedan aterstar av konen?

Lésning: Vi bestdmmer volymen av snittet mellan konen och borrcylindern. Lat konen ligga langs z-
. . . . R?
axeln med spetsen i origo och bottenytan i planet z = —h, s att dess ekvation ar x? + y? < ﬁzz,

2 2
—h <z <0, och lat borrhalet vara (x — g) + y2 < RT, se bild.

2

= 2
Vi anvander metoden med staplar. Lat D = {(x, y) € R?: (x = g) +y2 < RT} vara projektionen av

snittet pa xy-planet, fast betraktat som en plan delmangd. Stapeln ovanfor (x,y) € D gar fran
— . — _E 2 2 o . .
z=—htillz = R,/x + y#4, sa volymen av snittet ar

h 1
Vinite = fﬁ <_va2 +y? - (_h)) dxdy = hfﬁ (1 _ﬁ\/xz +y2) dxdy =
D D
h ~ h
= hjf dxdy—E_U Vx? + y2dxdy = hA(D) —Eﬂ‘\/xz + y2dxdy =
D D D

_R*hm  h 4R® R?hm 4R%h
4 R 9 4 9

dar vi skippade utrakningen av ffﬁ,/xz + y2dxdy eftersom vi gjorde i princip exakt denna i ett tidi-

gare exempel. Den sokta volymen ar salunda

._thn v _thn thn+4R2h_ 2h<n+4)
~ 3 snitt = 3 4 9 12 ' 9/

Svar: Den sbkta volymen ar R?h (% + g)_
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11.6.2 Areaberdkningar

L3t £ := r(D) vara en yta parametriserad avr: D — R3 diar D © R2. Vad &r arean av X? Ett naturligt
tillvagagangssatt ar att man delar in D i en massa sma kvadrater. Betrakta den kvadrat som stracker
sig fran (u, v) till (u + Au, v + Av). Bilden av denna kvadrat &r i allmdnhet en buktig yta, men den
approximeras vdl —om Au och Av dr smé och r ar snill nog — av tangentplansbiten q([Au, Av]?) dar

q(s,t) = r(u,v) + sr),(u, v) + tr,(u, v).

Denna parallellogram har arean |(Au r, (u, v)) X (Av r, (U, v))| = |r,(u, v) X ry,(u, v)|AuAv. Om
indelningen av D i kvadrater gors finare bor en battre approximation av X:s area erhallas, varfor det
ar rimligt att tolka

ff Iy, (u, v) X ry(u, v)|dudv
D

som arean av X. | sjdlva verket kan vi med fordel definiera arean A(X) av en parametriserad yta X pa
det har sattet.

Exempel

Berékna arean av sadeln z = x? — y2 darx? + y2 < 1.

Lésning: Ytan ar bilden X := r(D) dar r(u, v) == (u, v,u? — v?) och D &r den fyllda enhetsdisken.

Dess area ar salunda
1 0 —2u
el 0 |xel 1 dudv = ff el 2v
2u —2v D 1

U =pcos¢y

v = psin
=ﬂ.\/4u2+4v2+1dudv= ]ip @ =ffpw/4p2+1dpd(p=
D E

E :=[0,1] x [0,27[

1 2r 1 1 T
= f pJ4p%2+1dp | do =2m [E (4p? + 1)3/2] = 3(53/2 -1).
0 0 0

AQR) = ffDlr{L(u, v) X ry,(u, v)|dudv = ﬂ;) dudv =

Svar: Arean av sadeln ér%(53/2 - 1).
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Ovningar

Berdkna arean av paraboloiden z = x2 + y?2 innanfér cylindern x? + y2 = 1.
Berdkna arean i foregdende uppgift pa ett alternativt satt (ledning: paraboloiden &r en rotat-
ionsyta).

3. lavsnittet om enkelvariabelintegraler berdknade vi arean av en sfar genom att utnyttja det
faktum att sfaren ar en rotationsyta. Bestdm arean av en sfar med den allmédnna metoden
med parametrisering.

11.6.3 Medelvardesberikningar

Sag att F: D — R ar ett skalarfalt pa D. Vad &r medelvardet av F pa D? Det kan t.ex. hdnda att D ar
ett omrade i planet, och F(x,y) ar temperaturen i punkten (x,y) € D. Fragan ar da vad medeltem-
peraturen ar i omradet. Precis som i envariabelfallet maste vi egentligen definiera vad vi menar med
"medelvérdet” av ett skalarfalt pa en mangd, sa det uttryck vi resonerar oss fram till 4r snarare en
definition @n en sats.

Ett naturligt tillvigagangssatt r att dela in D i N stycken lika stora smabitar (D )}Y_;. Om smabitar-
nas storlek ar Ay sa ar NAu = u(D) dar u(D) ar mattet (ldngd, area, volym, hypervolym) av D. | varje
smabit ar—om F &r snall nog och biten liten nog — F ungefar konstant, sa med god approximation
kan vi vdlja nagot funktionsvarde F, = F(X), X € Dy, i biten och saga att F(x) = Fj, for allax € Dy.

Sedan kan vi bilda talet F := %Zl,é’:l F, vilket kan betraktas som ett approximativt medelvdrde av F

pa D. Men

N

= Fi = (D)Z s (D)Z el = <D)f Fxdx

k=1

nar indelningen av D gors finare. fD F (x)dx star har fér multipelintegralen av F 6ver D; t.ex. i planet

menar vi [[ F(x,y)dxdy ochirummet [[f F(x,y,z)dxdydz. Det &r alltsa rimligt att definiera

"—LJ_F( )d
BT )/ Shaan

som medelvarde av F pa D. Notera att detta dr en uppenbar generalisering av medelvardesbegrep-
pet fér envariabelfunktioner som vi introducerade i det avsnittet.

Exempel
Lat F(x,y) = x? och D == {(x,y) € R?:x? + 4y? < 4}. Bestam medelvirdet F av F pa D.

Lésning: | ett tidigare exempel fann vi att ffD x2dxdy = 2m och att D ar en ellips med halvaxellang-

derna 2 respektive 1 langs x-axeln respektive y-axeln. D har alltsa arean 27 sa att
Pt [ vy = L 2= 1
=10 i x,y)dx y_Zn =1

Svar: F =
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11.6.3.1 Geometriskt centrum

Givet N stycken partiklar med positioner (r,)¥_; = (X, Vx, z)¥=, definieras deras geometriska
PP | . . . . .

centrum som punkten (X, ¥, 2) dar X = ﬁz’kV:l Xp, ar (det aritmetiska) medelvardet av partiklarnas x-

koordinater och ¥ och Z definieras analogt.

Men om vi har odndligt manga punkter, t.ex. en (odndlig men begransad) plan mangd D c R?? Kan
vi prata om “geometriskt centrum” dven har? Ja, det ar, vilket lasaren sjalv kan kontrollera
rimligheten i, naturligt att definiera det geometriska centret som punkten X = (X7, ..., X;;) dar X, ar
medelvardet av skalarfaltet (xy, ..., x,) = xi pa D.

Innan vi gor nagra intressanta berakningar av geometriskt centrum varmer vi upp med nagra trivial-
berakningar for att se att medelvardesformeln “fungerar”.

Exempel. Vad ir det geometriska centrumet hos enhetsdisken D c R2? Naturligtvis r det origo,

X P o , e . AN 1
men lat oss anda prova var formel. X ar medelvardet av skalarfaltet x pa D, sa X = ﬁffb xdxdy =

% - 0 = 0 av symmetriskal. Men |3t oss dndad gora berdkningen i detalj, av pedagogiska skal.

X =pCcose
L1 B y = psing 1 ) 1t 2n B
x—A—(D)jodxdy— J=p —;fpr coscpdpqu—Efop dpf0 cosp =
E =1[0,1] x [0,2x[
~1.20=0
m 3

Pa precis analogt satt ser vi att § = 0, sa det geometriska centrumet ar origo, som vdntat. Nog med
trakigheter, Iat oss gbra nagot roligt i stallet!

Exempel

Berakna det geometriska centrumet hos en likbent triangel med bas b och hojd h.

h
Lésning: Lat triangeln D vara omradet till vanster om y = %hx, till h6geromy = — %x och under
y = h. Det ar trivialt att X = 0 och vi finner
b
= s o= (2 oo 2 o[ 2
Y =757 || yaxay = — yax |ay =-—1 Y xX|ay = | yay=
AD) JJ, bh J, _%y bh J, _%y h? J,
2 1h3 _ 2h
~hz 3 37

Svar: Det geometriska centrumet ligger pa symmetriaxeln, Jav hojden fran spetsen.
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Exempel

Bestam det geometriska centrumet hos en halv disk av radie R.

Lésning: L3t disken vara D := {(x,y) € R?:x% + y2 < R?,y > 0}; det &r da trivialt att £ = 0. Vi har

X = pCcos @
1 2 y =psing 2 ff )
= —— dxdy = —— dxdy = = —— 2 dxdy =
y A(D)ff[,yxy Rznff[,yxy J=p RZm EP sin @ axay
E = [0,R] x [0, ]
. defn' dp=— ~R*.2= R
TR ), PP ) SO T R 3 BT

. . . . 4 . . -
Svar: Det geometriska centrumet ligger pa symmetriaxeln, 7.3V radien fran bottenlinjen, d.v.s.

ungefar 42 % av radien fran motsvarande hela disks medelpunkt.

Exempel
Bestam det geometriska centrumet hos {(x, y) € R2: —% <x< %, 0 <y <cos x}.

Lésning: Lat mangden heta D. Det ar klart att X = 0 och att

T

il 4T3[ )4 =
y_A(D) Dyxy—z_g 3 ydy |dx = | cos®xdx ==

e

2

Svar: Det geometriska centrumet ar (O,%).

Ovningar

1. Iplanet:
a. Bestam det geometriska centrumet hos en ratvinklig triangel.
b. Bestdm det geometriska centrumet hos {(x,y) € R>:x2 <y < 1}.
c. Bestim det geometriska centrumet hos {(x,y) ER?: —1<x < 1,0 <y <e*}.
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2. lrummet:
a. Bestam det geometriska centrumet hos en kon med radie r och héjd h.
b. Bestam det geometriska centrumet hos ett halvklot med radie R.
c. Bestam det geometriska centrumet hos en pyramid (kvadratisk botten) med botten-
sida s och hojd h.

11.6.3.2 Masscentrum

Om en fysisk kropp K har konstant densitet dr dess geometriska centrum ocksa dess fysikaliska mass-
centrum. Om i stillet densiteten p(x, y, z) varierar definieras masscentrumet som punkten (%, ¥, 2)
dar

.1 B JIf xam B I xp(x, y, z)dxdydz
*TME fffodM i am — [ff, p(x,y, z)dxdydz

dar M(K) ar totala massan hos kroppen och analogt for y och Z. (Rent matematiskt ror det sig om
viktade medelvarden.)

11.6.3.3 Fler exempel med medelvirden

Exempel

Bestam medelavstandet till origo pa enhetsdisken.

Lésning: Vi skall alltsé hitta medelvardet av skalarfaltet F(x, y) = +/x? + y? pa enhetsdisken D.
Detta ar

X = pcos@

1 1 y =psing 1
- F = — 2 2 = = — 2 =
A(D)ﬂD (x,y)dxdy nffD\/x + y“dxdy J=p [ nfpr dpdg

E :=1[0,1] x [0,27
1 1
2
=—| pdp
”J;) 0

. . 2
Svar: Medelavstandet ars.

21

ol 2
Y= g

Exempel
Bestam medelavstandet till origo pa enhetsklotet.

Lésning: Om D betecknar enhetsklotet sa ar medelavstandet

y =rsinfsin @

1 3
—ﬂjw/x2+y2+zzdxdydz=[ z=rcosf =—ﬂjr3sin9drd0d<p=
VD)l J=1r%sin0 J Am )

E :=[0,1] x [0, ] x [0,27].
21

rdr f inf do dp=—-—-2-2n=
& om0 D o
sin @ /4

x = rsin 6 cos @ }

1

_4n0

3
4

Svar: Medelavstandet ar %.
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Hittills har vi berdknat medelvarden av skaldrfilt i R™ pa n-dimensionella omraden. Men man kan
ocksa tala om medelvdrden pa andra sorters mangder, t.ex. medelvirdet av F(x, y) pa en kurva
(d.v.s. en endimensionell “sak”) i planet, eller medelvardet av F(x, y, z) pa en kurva eller yta i rum-
met. Med ett resonemang liknande de vi gett tidigare ser man det naturliga i att definiera dessa tre
medelvardsbegrepp som s.k. kurv- eller ytintegraler dividerat med kurvans ldngd eller ytans area. Vi
ger ett enkelt exempel.

Exempel

Bestam masscentrumet hos en obdjlig homogen metalltrad formad som en halvcirkel med radie r.

Lésning: L3t traden stricka sig langs y :== {(x,y) € R?:x%2 + y? = r?,y > 0}. Det 4r da klart att
X = 0 och med parametriseringen (x,y) = (rcost,rsint), t € [0, 7], av y far vi baglangden

ds = \/x% + y?dt = r dt och sélunda

5 1fd 1fﬂ't dt Tfn'tdt 2r
= — S =— rsint-r = — Sin = —
YTIwm LT T, )y m

. o . o o 2 ° o n H 7
Svar: Masscentrumet ligger pa symmetriaxeln, pa avstandet (1 = ;) r fran tradens "mittpunkt

(d.v.s. ungefar 36 % av radien in mot motsvarande hela cirkels medelpunkt, eller ungefar 64 % av
radien fran motsvarande hela cirkels medelpunkt).
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11.7 Sammanfattning av integraltolkningar
Lat oss avsluta kapitlet om integraler med att sammanfatta de typiska tolkningarna av dessa objekt.

Matematik

ff(x)dx ff f(x,y)dxdy ff f(x,y,z)dxdydz
D D D
. Gransvarde av Rie- Gransvarde av Rie- Gransvarde av Rie-
| allmanhet
mannsumma mannsumma mannsumma
. Arean under grafen Volymen under grafen | Hypervolymen under
Omf(x)=0pab
f@=0p y=fx) z=f(xy) grafenw = f(x,y,2)
Omf(x)=1paD Lingden av D Areanav D Volymen av D
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12 Generaliserade integraler

Vi har lart oss att integrera begrdnsade funktioner pa begrdnsade mangder. Precis som i envariabel-
fallet kan vi sedan, via gransvarden, utdka teorin till att dven tilldta integration av obegréansade funkt-
ioner pa obegransade mangder.”

Det lattaste — och egentligen mest intressanta — fallet ar nar integranden ar icke-negativ. Antag dar-
for att f(x) = 0 6verallt pa den 6ppna mangden D < R™. Vi tilldter nu att f ar obegransad, och att
D ar obegréansad. For att definiera fD f(x)dx (dar [ starfor [, f[, f[[, ...) infor vi samlingen D av

alla begrdnsade kvadrerbara delmangder D’ av D sadana att restriktionen av f till D’ &r begrénsad.

Varje D' &r alltsa en begrénsad (kvadrerbar) delmiangd av D, dar man ocksa skurit bort omraden dar
f &r obegrénsad.

Integralen fD, f (x)dx existerar da (i vanlig mening) fér varje D' € D. Det &r naturligt att definiera
fD f(X)dx = supprep fD, f(x)dx. Vi sager att den har generaliserade integralen ar konvergent omm

supremumet ar andligt.

| praktiken kan man berdkna vardet av en generaliserad integral med hjalp av en s.k. uttémmande
svit. En sadan ar en familj (Dy)z=, av element i D som “ndrmar sig” D nér k — oo, i féljande mening:

1. Dy4q D Dy férvarjek € Z7*.
2. Forvarje D' € D finns det ett K € Z* sddant att D’ c Dy (och ddrmed &r D’ c Dy, foér varje
k = K).

Punkt (1) sdger att mangderna ”véxer”; punkt (2) sager att de till slut blir storre an varje element i D.

Det ar inte svart att inse att om (Dy )=, ar en uttdmmande svit for D och integranden sa ar

Lf(x)dx(”‘:"‘f DS}JE%L’f(x)dx> = Ilijrgofljkf(x)dx,

d.v.s. det racker med att bestdamma den vanliga integralen [, := kaf(x)dx for varje k och sedan

bara lata k = oo, d.v.s. —i princip —lata "D, — D”. Férfarandet ar egentligen mycket naturligt och
tamligen enkelt. Se féljande exempel.

Exempel
Berakna [f., e ™Y dxdy.

Lésning: Notera att integranden &r icke-negativ. Lat Dy == {(x,y) € R?:x2? + y? < k?} vara disken
av radie k kring origo. D& &r alltsd D, en uttémmande svit fér R? och integranden; speciellt existerar
den vanliga integralen av integranden pa varje Dj. Vi har

» Om l3saren tycker att texten nedan ar svar kan han forenkla den nagot genom att tdnka bort ordet "kvadrer-
bar”, som egentligen ar vasentligt men i praktiken nastan éverflodigt eftersom de mangder man studerar i
inledande analyskurser sa gott som alltid ar kvadrerbara. Om ldsaren (som &r en forstadrsstudent som saknar
intresse for fraktaler) forestaller sig en méangd i planet eller rummet (t.ex.) sa ar den nastan sikert kvadrerbar.
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X = pCcos¢Q

y =psing
e‘xz_yzdxdy: _ = ff
II an ]

) k ) 21
pe P dpdp =f pe P dp do =
g E, = [0, k] x [0,27] ° °

k
1 _,1F e
=2n[——e p] =n(l-e*)omn

2 0

da k — oo.

svar:  ffge e Vdxdy = m.

Det som gjorde att integralen i foregdende exempel var generaliserad var att omradet var obegran-
sat. | nasta exempel ar i stéllet “problemet” att integranden ar en obegransad funktion.

Exempel

Berakna [f J—dxdy dar D == {(x,y) € R%:0 < x? + y2 < 1} &r den punkterade enhetsdisken.
Lésning: Notera att integranden &r icke-negativ. Lat Dy, := {(x, y) € ]R{Z:k—l2 <x?+y?< 1} vara

den del av D som undviker en omgivning av radie 1/k kring origo. Vi har da

X = pCcos@ 1
y=psing |

[
I
ﬂDk N dxdy :|l 1] p

ff dxdy = A(Ey) = n—in—mr
Ep = ] [ [0,2n[|

kZ

da k —» oo.

Svar: dxdy = mdarD = {(x,y) e R0 < x?+y? < 1}.

e

Exempel
} 1
Berdkna ffRZ\{O}\/xz—Tydedy'

Lésning: Notera att integranden &r icke-negativ. Infér Dy, == {(x, y) € ]Rz:k—l2 <x?+y?< kz}.
Eftersom
[ X=pcosy

y =psing )
dxdy = J=pr f dxdy = A(Ey) = k*m ——Sm - o
Ex k
[0,27[

=i
da k — oo ar den generaliserade integralen divergent.

Svar: dxdy ar divergent.

zevioy Fmye W
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Exempel (*)
Berakna [ e ™"’ ~2" dxdydz.

Lésning: Forst behover vi bevisa ett klassiskt envariabelresultat. Vi sag i ett tidigare exempel att
ffRz e‘xz‘yzdxdy = 1. Nar vi gjorde den berdkningen anvande vi koncentriska diskar i var uttom-

mande svit. En alternativ uttémmande svit ar D, == [—k, k]? s3 att

T = ff —x?-y? dxdy = llm ff —xt-y? dxdy = 11m ff e‘xze_yzdxdy =

R2 Dy

k 2 k 2 2 k 2 2
lim exdxf eydyzlim<f e * dx) =<limf e dx) =
k—oo J_. K k—oo \ J_j koo J_,

- 2
= (f e‘xzdx>

varfor vi erhallit det klassiska resultatet®®

f e dx = /.

L&t oss nu g4 tillbaka till var trippelintegral. Infér Dy, := {(x,v,2z) € R3:x? + y? + z2 < k?}. D& ar

[ Xx =7rsinf cos @ 1
| y =rsinfsing |
fff —xi=yi=z dxdydz—| z—rcos@ | fff e 12 sin 6 dxdydz =
Dy =i sm@
lE, == [0, k] x [ x [0,27[l
k T k k
=f r2e ‘Tzdrf sin 6 do d(p 47rf r2e~"dr = 4nf 1l”-re‘r2 dr =
0 0 T
k 1 Z k 2 2
= (——re r? f (——e‘r)dr>=2n<f e’ dr—ke‘k>=
0 2 0
k
= Zn( e dr — ke‘k2> = nf e dr — 2mke™** > 73/2
—k

da k > oo,

svar:  [ffgs e '~V ~2* dxdydz = m3/2

% Funktionen x - e~ ar ju ett klassiskt exempel pa en funktion vars primitiv inte kan uttryckas i elementara

funktioner, sa utan "extra kunskap” ar det svart att bestdmma vardet av f_cto e % dx.
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