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Introduktion till mekaniken

Inledning

Denna uppsats &mnar ge lasaren en enkel introduktion till den klassiska mekaniken som be-
skriver och forklarar hur foremal ror pa sig och véaxelverkar med varandra via krafter. Den
klassiska mekaniken forklarar hur stora delar av universums materia upptréder, och &r dartill
synnerligen intuitiv och lattforstaelig. Emellertid har denna klassiska mekanik begransningar;
till exempel fungerar modellerna inte nar foremal ror pa sig med hastigheter som narmar sig
ljushastigheten i vakuum, ¢ (knappt 300 000 km/s). Dock &r den matematiskt korrekt under
forutsattning att sa inte ar fallet och darvid ger den fullgoda beskrivningar av verkligheten.
Den klassiska mekaniken kommer tvivelsutan alltid att vara korrekt, anvéndbar, intuitiv och
vacker.

3/47



Introduktion till mekaniken

Fysik

Fysiken utgor den mest grundldggande studien av universum. En fysiker &r en sanningssokare
som forsoker finna hur universum och naturen ar uppbyggd och i grunden fungerar, vilken
kunskap vidare kan implicera tekniska innovationer som utvecklar ménniskan och hennes
samhalle. I princip all teknik som anvénds dagligen &r resultat av fysikaliskt vetande. For att
diskutera naturen, behdver vi metoder for att beskriva objekt och handelser. Vi behover defi-
niera matbara egenskaper, vilka benamns storheter, och anges i forhallande till bestamda var-
den, enheter. Nedan sammanfattas de viktigaste storheterna som anvénds i uppsatsen.

Storhet Beskrivning Enhet

Stracka (s) Avstand/position i rummet meter (m)

Tid (t) Avstand/position i tiden sekunder (s)

Massa (m) Egenskap hos materia; ungefar kilogram (kg)
materiamingd; “vikt”

Laddning (Q) Egenskap hos materia coulomb (C)
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Prefix

For att handskas med mycket stora och mycket sma tal (till exempel det stora avstandet mel-
lan jorden och solen eller det lilla avstandet mellan en atomkérna och dess omgivande elek-
tronskal), anvander vi prefix till enheterna. Till exempel skriver vi 1 kilometer (km) istallet
for 1 000 meter (m). Tabellen nedan definierar de prefix som anvéands i uppsatsen.

Prefix Namn Varde
T tera- 10*
G giga- 10’
M mega- 10°
k kilo- 10°
d deci- 107
c centi- 10°
m milli- 107
u mikro- 107
n nano- 107
p piko- 107

Diverse matematiska tecken

Nedan definieras nagra av de matematiska tecken som anvands i uppsatsen.

Tecken

Betydelse

Anvandning

(o

avbildas pa

X >y betyder att y &r en
funktion av x

tillhor

a € A betyder att a tillhor
mangden A

a e [A, B] betyder att
A<a<B,medan ac[A B[
betyder att A<a<B

vinkelrdat mot

a L b betyder att a &r vinkel-
rat mot b, d.v.s. att vinkeln
mellan a och b ar 90°

parallell med

a || b betyder att a &r parallell

med b, d.v.s. att vinkeln mel-
lan a och b ar 0°
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Vad ar rorelse?

Det ar svart att pa nagot enkelt sétt ge en egentlig och logiskt tillfredstallande definition av de
grundlaggande storheterna som angivits ovan, utan vi forlitar oss pa var intuition av dem. For
att definiera rorelse kan vi resonera som foljer: Lat ett foremal befinna sig pa ett stalle A i

rummet vid en tidpunkt t,. Om foremalet vid ett senare tillfélle t befinner sig pa ett annat stal-
le B i rummet, sa har foremalet flyttat pa sig strackan mellan A och B under tiden t —t,, eller

utfort en rérelse. Om vi anger strackor i enheten meter och tiden i enheten sekunder, sa kan vi
med matematikens hjalp hérleda flera anvédndbara samband mellan dessa storheter.

6/47



Introduktion till mekaniken

Ratlinjig rorelse

Vi skall borja med att studera enkla exempel pa hur féremal ror pa sig; vi skall bestamma
sambanden mellan deras forflyttade stracka, hastighet och acceleration.

Strackan (s) anger ett avstand i rummet, ofta hur langt ett foremal fardas, och anges i enheten
meter (m). Ofta menas med stracka aven avstandet till origo (0) pa en tallinje som represente-
rar olika platser pa en stracka i rummet. Tiden (t) anger ett avstand i tiden, ofta hur lang tid en
handelse tar, och méts i enheten sekunder (s). Vi kan aven har ocksa mena (tids-) avstandet
till origo (0) pa en tidslinje”.

Hastighet

Hastigheten (v) anger hur lang stracka ett foremal fardas under en tidsenhet, d.v.s. hur snabbt
det forflyttar sig, och méts i enheten meter per sekund (m/s). Ofta varierar hastigheten hos ett
foremal med tiden. Den genomsnittliga hastigheten, medelhastigheten v, mellan tva bestam-
da tidpunkter anger dock hur snabbt ett foremal i genomsnitt har forflyttat sig mellan tidpunk-
terna. Om vi ponerar att en bil &r vid strackpunkten so vid tiden to och vid s vid tiden t sa blir
medelhastigheten darfor

Om vi istéllet betecknar forflyttningen s—s, med As och tidsskillnaden t—t, med At sa
erhaller vi det enklare uttrycket

_AS
V=—.
At
Ofta nar det &r underfbrst_éltt att det &r en differens i strdckan och tiden som avses brukar teck-
net delta (A) uteldmnas. Aven medelvardesstrecket ovan v kan utelamnas.

Hastigheten vid just ett specifikt tillfalle kallas momentanhastigheten. Denna dr i praktiken
omajlig att mata eftersom vi behover tva observationer vid tva olika tidpunkter for att kunna
bestamma strackdifferensen mellan dem; under exakt tiden noll sekunder forflyttar sig fore-
mal ingenting alls. Emellertid kan vi approximera momentanhastigheten vid en tidpunkt t med
medelhastigheten under ett mycket kort tidsintervall som inrymmer tidpunkten t. Det &r sa
hastighetsmatare i exempelvis bilar fungerar. Matematiskt definieras momentanhastigheten
som gransvardet av medelhastigheten nar At — 0, d.v.s.

Om vi kanner en funktion t — s sa blir momentanhastigheten lika med derivatan av strackan
med avseende pa tiden:

ds
V=—
dt

Om vi for en fard k&nner medelhastigheten och tiden kan vi enkelt berédkna den utréttade
strackan med ekvationen s =Vt.
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Introduktion till mekaniken

Om ett foremal ror sig med konstant hastighet, sags rorelsen vara likformig. Om ett foremal
istallet ror sig med en varierande hastighet, ségs rorelsen vara accelererad. Om hastigheten ar
positiv, ror sig foremalet framat; om hastigheten &r negativ ror sig foremalet bakat.

Om vi ritar upp en graf (exempelvis for en bilfard) med strackan avsatt pa y-axeln och tiden
pa x-axeln blir tangentens lutning vid en viss tidpunkt lika med momentanhastigheten vid den
tidpunkten.

Exempel 1

Amanda tar bilen till sitt arbete. P& vagen dit tvingas hon stanna vid en korsning. Grafen ned-
an illustrerar hennes fard. Vi ser att hon i genomsnitt héll en nagot hogre hastighet efter dn
fore korsningen. Den rdda linjens lutning &r lika med medelhastigheten for hela resan. Medel-
hastigheten ar som synes den konstanta hastighet som under lika lang tid som den verkliga
farden ocksa ger lika lang total fardstracka.

S
A

v
—

Exempel 2

En bilresa mellan tva stader ar 370 km lang. Hela vagen kor vi med hastigheten 90 km/h. Hur
lang tid kommer resan att ta?

Losning:

s =370km
v=90km/h =25m/s
S=vtet =E
v
t:370000m
25m/s

=14800s ~4h 7 min

Svar: Resan kommer att ta drygt fyra timmar.

Exempel 3

Tva stenar rorde sig fritt mot varandra i rymden. Fran borjan var avstandet mellan stenarna
400 m. De kolliderade efter 80 sekunder. Med vilken hastighet kolliderade de?
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Ldsning:

s=400m
t=80s
s 400m

V=—= 5m/s
t 80s

Svar: Stenarna kolliderade med hastigheten 5 m/s.

Acceleration

Accelerationen (a) ar ett matt pa hur snabbt en hastighet forandras och méts i enheten meter
per sekundkvadrat (m/s?). (Mark att 1m/s® =1(m/s)/s )

Medelaccelerationen definieras som hastighetsférandring per tidsenhet:

_Av
a=—
At

Momentanaccelerationen definieras analogt med momentanhastigheten:

. AV
a=lim—
At—0 At

Om vi kanner en funktion t — v s& kan momentanaccelerationen ocksa definieras som deri-
vatan av hastigheten med avseende pa tiden:

dv
a=—
dt

En accelererad rorelse med konstant acceleration kallas en likformigt accelererad rorelse. En

accelererad rorelse med varierande acceleration kallas en olikformigt accelererad rorelse. Om
accelerationen ar positiv okar foremalets hastighet; om accelerationen &r negativ minskar fo-

remalets hastighet.

Om vi kanner medelaccelerationen (eller den konstanta accelerationen) under ett visst tidsin-
tervall kan vi enkelt berdkna den totala hastighetsforandringen med ekvationen Av =at . Om
ett foremal fran borjan har hastigheten vy och sedan accelereras med medelaccelerationen a
under tiden t sa blir den slutgiltiga hastigheten saledes v=v, + Av=v, +at .

Om vi ritar upp en graf med hastigheten avsatt pa y-axeln och tiden pa x-axeln blir tangentens
lutning vid en viss tidpunkt lika med momentanaccelerationen (vid tidpunkten) och arean un-
der grafen blir den totala strackan. Om vi istéllet avsétter accelerationen pa y-axeln sa blir
arean under grafen den totala hastighetsforandringen. Grafen nedan visar en likformigt accele-
rerad rorelse fran ursprungshastigheten vo. Accelerationen ar a.
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4
Vo +at ---

v

at

Vo ---1

L

tningen ar a.

Rt R o T
v
—

Hur beraknar vi den totala strackan som ett foremal fardas om det accelereras likformigt (och
vi inte har tillgang till en graf)? Vi vill nu finna strackan som en funktion av ursprungshastig-
heten vp, den konstanta accelerationen a samt tiden t.

Vi paminner oss att s =Vt .

Medelhastigheten v vid en likformigt accelererad rorelse ar lika med det aritmetiska medel-
vardet av den forsta hastigheten vp och den sista hastigheten v, v = %(V0 +v). | figuren nedan,

i vilken rektangelns hojd &r lika med medelvérdet av triangelns forsta och sista y-varde ser vi
att detta stammer, ty rektangeln och triangeln har lika stor area (och saledes representerar lika

stor stracka under samma tid).

Vv

4

A

D

S

etta ger

%(Vo + V)t

v

s=1(v, +V, +ath =1(2v, +at)t = v,t +Lat?

Om foremalet fran borjan stod stilla, d.v.s. om v, =0, blir ekvationen speciellt enkel:

S

—1t2
= Llat
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Vektorer

En vektor &r en storhet som representeras av en pil och bestams dels av sin langd och dels av
sin riktning. En storhet utan riktning, d.v.s. endast ett vanligt tal, bendmns som motsats ska-
lar. Langden av en vektor A (for att betona att en storhet verkligen ar en vektor anvands

ibland notationen A) kallas dess absolutbelopp och skrivs |A| (eller bara A om riktningen i

diskussionen ar ovidkommande). Riktningen kan anges pa flera olika satt (med geografiska
vaderstreck, vinkelangivelse fran en viss linje osv.). Nedan visas vektorn A.

A

o

En forflyttning (stracka) ar ett exempel pa en vektor: vi kan till exempel vandra atta kilometer
vasterut. Aven hastigheten ar en vektor, da ett foremal i rorelse dels ror sig ett visst antal me-
ter per sekund (absolutbeloppet) samt i en viss riktning. Accelerationen ar ocksa en vektor, da
den dels forandrar hastigheten med ett visst antal meter per sekundkvadrat och dels gor detta i
en viss riktning. Vi har hittills emellertid endast studerat accelerationer som direkt 6kar eller
minskar hastigheten i samma riktning som hastigheten redan har. Vi kommer senare att be-
trakta fall dar hastigheten forandras i en annan riktning (till exempel om ett féremal har en
positiv hastighet at hoger och accelereras uppat).

Den motsatta vektorn

Den motsatta vektorn — A till A har samma absolutbelopp som A fast gdr at rakt motsatta
héllet (roteras 180°). Om du exempelvis gar minus fem steg framat, sa gar du som bekant fem
steg bakat.

Addition och subtraktion

Tva vektorer kan adderas med varandra. Ponera som exempel att Amanda, som befinner sig i
en punkt P, vandrar fem km soderut till en punkt Q och sedan vandrar tva km Osterut till en
punkt R. Vi representerar de bada delvandringarna med vektorerna (strackorna) A respektive

B. Det ar rimligt att definiera vektorsumman A+ B som den vektor som beskriver den totala
rorelsen.

P

>
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Vi ser att vi erhaller summan av tva vektorer genom att, nar de ligger efter varandra, dra en ny
pil (vektor) fran den forsta vektorns startpunkt till den sista vektorns slutpunkt. Vi inser att
definitionen av vektorsumma medfor att summeringsoperationen ar kommutativ, d.v.s. att

A+B =B+ A, precis som for skalarer.

Subtraktion av vektorer genomférs genom att den forsta vektorn adderas till den andra vek-

—_

torns motsatta vektor, A-B=A+ (— B), ocksa precis som for skalarer.

P

Om C =A+B kallas A och B komposanter till C som i sin tur Kallas resultant till A och

B . Mark att var definition av vektorsubtraktion medfor att A—B=C <> A=B+C , vilket
ocksa galler for skalarer.

Multiplikation med skalar

Med produkten kA menas den vektor som har samma riktning som sgn(k) - A och vars abso-
lutbelopp &r lika med produkten av absolutbeloppet for k och absolutbeloppet for A , d.v.s. att
‘kﬂ‘ = |k|w . Mérk att riktningen pa produkten vands om k ar ett negativt tal.

10A

v

~A
4_

—2A
—

Mark att kA= A+...+ K, precis som for vanlig multiplikation av skalérer.
%/_J

k termer

1 omx>0
! Funktionen sgn (signumfunktionen) ger tecknet av argumentet, d.v.s. att Sgn(X) =40 omx=0
-1 omx<0
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Hastighet som vektor

Hastighet ar en vektorstorhet. En bil kan till exempel fardas 90 km/h norrut. En hastighets
absolutbelopp (har 90 km/h) kallas dess fart. En fart innehaller saledes ingen riktningsinfor-
mation. Precis som andra vektorer, kan hastigheter adderas.

Exempel 4

En stor flytande plattform transporterar manniskor over ett vattendrag. Plattformen aker rakt
norrut med hastigheten 6,0 m/s. Néara plattformens vastra kant bérjar Amanda ga rakt osterut
med hastigheten 2,5 m/s (relativt plattformen). Med vilken hastighet fardas Amanda totalt sett
i forhallande till omgivningen utanfor plattformen?

LOsning:

Vi ritar upp plattformen, markerar Amandas position och ritar in badas hastighetsvektorer.

En vektor bestams av dess riktning och langd — inte av dess position — varfor vi kan flytta pa
vektorerna och lagga dem efter varandra.

Va

Vvl /— —
Va+V,

Pa en sekund forflyttar sig plattformen ‘vp‘ meter norrut medan Amanda forflyttar sig |v A|

meter rakt 6sterut. Pa en sekund forflyttas saledes Amanda

'R +vp‘ meter i samma riktning

som vektorn v, +v, . Hennes totala hastighet blir sdledes vektorsumman v, +v, . Vi kallar
summan v.

Vi vill nu bestamma bade absolutbeloppet och riktningen av v. Absolutbeloppet ges av Pytha-
goras sats:

V| =/Vi +V; ~6,5m/s

Riktningen ges med fordel av arcustangens:

Vv
a = arctan 4 = 23°

Vo
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Svar: Amanda fardas med farten 6,5 m/s i riktningen 23° medurs fran plattformens hastig-
hetsriktning.

Betraffande hastigheter &r komposantuppdelning ofta synnerligen anvéandbart. Komposant-
uppdelning innebér att vi delar upp en vektor C i tva komposanter A och B sadana att
C=A+B.

Exempel 5

Ett rum ar 8 meter brett och 10 meter langt. Linus star i det sydvéastra hdrnet av rummet och
gar med hastigheten 2 m/s som bildar 30° vinkel med rummets sodra vagg. Efter hur lang tid
nar han rummets 6stra sida?

LOsning:

8m

10 m

Y 30°

Vi forstorar hornet i vilket Linus star samtidigt som vi komposantuppdelar Linus hastlghets-
vektor v i en horisontell komposant vy och en vertikal komposant v, sddana att v +v =V.

30°

Vx
Mark att komposantuppdelningen ger tva ratvinkliga trianglar. Med denna komposantuppdel-
ning kan vi berékna Linus horisontella hastighet (hur snabbt han ndrmar sig 6stra vaggen) och

hans vertikala hastighet (hur snabbt han narmar sig norra vaggen). Vi berdknar absolutbelop-
pet av den vagrata hastigheten vy:

V| =Vvc0os30° ~ 17 m/s

Rummets bredd s =8 m vilket implicerar att t = 5_ 4,6...s~5s.
v

Svar: Linus nar rummets Ostra vagg efter lite knappt 5 sekunder.
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Acceleration som vektor

Accelerationen anger hur snabbt hastigheten fordndras. Om a =0 for en rorelse ror sig fore-
malet med konstant hastighet. Om a >0 Okar hastigheten och om a < 0 minskar hastigheten.
Notera att om hastigheten &r negativ, d.v.s. att foremalet ror sig bakat i forhallande till den
valda positiva riktningen, innebar saledes a >0 att farten (hastighetens absolutbelopp) mins-
kar, medan a < 0 innebér att farten 6kar. Det &r i mekaniska sammanhang med andra ord av
synnerligen hdg relevans att man noggrant beaktar vektorernas riktning.

Det kan naturligtvis handa att en acceleration far en hastighet att byta riktning. Om till exem-
pel ett féremal som ror sig med en positiv hastighet ar hdger accelereras at vanster (d.v.s. att
accelerationen at hoger ar negativ) kommer forst farten att minska. Till slut kommer hastighe-
ten att sjunka till 0 varvid féremalet for stunden star helt stilla. Om accelerationen kvarstar
kommer foremalet strax efterat att fa en negativ hastighet, d.v.s. att istéllet fortsatta att réra
sig at vanster efter vilket hastigheten at vanster kommer att stiga.

‘ Farten okar H Farten minskar ‘

v

v

O - O -

A

A

«— L
a a

I de fall farten minskar kommer den sd smaningom att sjunka till 0, varefter hastigheten kommer att byta
riktning och farten kommer att bdrja oka.

Om accelerationen inte ar parallell med hastigheten kommer féremalet att folja en krokt (bojd)
bana. Detta kommer vi att behandla mer utforligt senare. Mérk att vi annu inte har behandlat
varfor foremal accelererar; foremal kan inte accelerera av sig sjalva, utan det kréavs en kraft
for att ge ett foremal en acceleration. Krafter kommer vi att behandla i nasta avsnitt.
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Krafter

En grundlaggande egenskap hos materia &r att partiklar och storre foremal inte sjalva kan and-
ra sin hastighet. Om ett sjalvstandigt och opaverkat foremal i rymden star stilla, kommer det
att fortsatta att sta stilla. Om féremalet istéllet ar i rorelse, kommer det att fortsétta att rora sig
med samma, konstanta, fart och med samma riktning. For att ett foremal skall andra sin has-
tighet, méste vi “tvinga” det till det. Ett foremal andrar sin hastighet, d.v.s. borjar accelerera,
nar det paverkas av en kraft. Vi kan ocksa saga att en kraft verkar pa foremalet. Krafter mats i
enheten Newton (N) efter grundaren av den klassiska mekaniken, Sir Isaac Newton.

Kraft ar ocksa en vektorstorhet. Nir man ritar en “kraftvektorpil” pé ett foreméal bor pilen bor-
ja dar kraften i praktiken verkar pa foremalet. Detta &r naturligtvis endast mojligt i de fall dar
kraften verkar pa en bestamd punkt pa foremalet. Vi skall nu alldeles kort studera krafter intu-
itivt, for att 6ka lasarens forstaelse for dem, varefter vi kommer att ge handelseforloppen en
noggrannare matematisk beskrivning.

Vi tanker oss ett foremal A som svavar fritt i ett rymdskepp. | forhallande till rummet svéavar
foremalet stilla, d.v.s. v =0. Genom att med handen skjuta pa foremalet at hdger genom att
trycka pa dess vanstra sida, d.v.s. applicera en hogerriktad kraft F pa foremalet, kommer fo-
remalet att fa en positiv acceleration at hoger. Nar vi slutar att skjuta pa féremalet, forsvinner
accelerationen och foremalet behaller den av accelerationen erhallna positiva hastigheten at
hoger. Hastigheten kommer att forbli konstant anda tills foremalet paverkas av en ny kraft, till
exempel krockar med rummets hogra véagg.

v

_E

Kraftresultant

Om vi pa foremalet A ocksa trycker nagot svagare pa den hogra sidan, kommer accelerationen
som foremalet far att bli ndgot lagre. Om vi istallet trycker lika hart d&ven pa dess hogra sida,
kommer foremalet inte att fa en acceleration alls, utan kommer att fortstatta svava stilla. Om
vi trycker hardare pa foremalets hogra sida an pa dess vanstra, kommer det istéllet att fa en
acceleration at vanster. Detta antyder att aven krafter kan adderas och leder oss in pa foljande
slutsats:

Om flera krafter, komposantkrafter, verkar pa ett och samma féremal kallas vektorsumman av
alla krafterna for resultantkraften och betecknas ofta Fe. Den ténkta resultantkraften har
samma verkan pa foremalet som alla krafterna tillsammans.

Exempel 6

Berakna och rita in resultantkraften som verkar pa foremalet. At vilket hall kommer foremalet
att accelerera?

10 N
a) 20N

v
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b)

d)

Loésning:

b)

d)

20N 10N

= _—

10N 10N
g —

10N

10N
Ay
30N

v

Foremalet accelererar at hoger.

10N

Foremalet accelererar at vanster.

Foremalet far ingen acceleration alls.

~14N

Foremalet accelererar snett uppat; vinkeln mot vertikala komposanten &r 45°.
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Newtons forsta lag

Som vi tidigare sett bevarar ett foremal sin aktuella hastighet dnda tills en resultantkraft ver-
kar pa det. Om ingen resultantkraft verkar pa ett foremal kommer det alltsa att forbli i vila om
det fran borjan var i vila, eller att behalla sin konstanta hastighet om det fran borjan rorde sig.

Ett féremal ges med andra ord en acceleration om och endast om resultantkraften pa féremalet
ar skild fran noll.

F.=0<a=0 (Newtons forsta lag)

Om vi i rymden med handen trycker pa ett stillastaende foremal med en kraft sa far foremalet
en acceleration som Okar dess fart. Nar vi slutar att trycka kommer den av accelerationen er-
hallna farten att bibehallas. Om vi pa jordens yta satter oss i en bil och ger bilen en kraft
framat med hjalp av dess motor sa far bilen pa motsvarande satt en acceleration som ckar dess
fart. Nar vi slapper gaspedalen, emellertid, kommer bilen att sakta in. Den kraft som framst
bromsar in bilen ar friktionen mot vaglaget (bilens dack stoter emot ojamnheter i véglaget)
aven om ocksa luftmotstandet verkar inbromsande.

Newtons andra lag

En resultantkraft ger saledes ett foremal acceleration. Det ar rimligt att anta, att en stérre kraft
ger en hogre acceleration och att det kravs storre krafter for att accelerera stora féremal an att
accelerera sma foremal. Detta ar ocksa innehallet i Newtons andra lag:

F =ma (Newtons andra lag)

res

eller ekvivalent

dar Fyes ar resultantkraften som verkar pa foremalet som har massan m och som en foljd darav
ges accelerationen a. Enligt formeln &r enheten 1 N =1kgm/s > och kraften 1 newton definieras

som den kraft som ger ett foremal med massan m =1Kkg accelerationen a=1m/s*. Mark att
definitionen av kraft beror pa definitionerna av massa, langd och tid, och att definitionen av
enheten Newton foljaktligen beror pa definitionerna av enheterna kilogram, meter och sekun-
der.

Vi inser att Newtons forsta lag ar en implikation av Newtons andra lag ty m = 0. Vi ser ocksa
att accelerationen har samma riktning som resultantkraften emedan m &r en skalar.

Exempel 7

I rymden svavar en kloss pa 5 kg fritt. Nar klossen &r stilla i forhallande till farkosten, trycker
vi pa dess hogra sida med den konstanta kraften 2 N. Vi fortsatter att trycka med denna kraft
pa foremalets sida i 0,5 sekunder. Vilken hastighet har klossen kommit upp i nar vi slapper
den?
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Ldsning:

F
a=—"%=0,4m/s?
m

t=0,5s
Vo, =0=v=at=0,2m/s

Svar: Klossen far hastigheten 0,2 m/s.

Exempel 8

En kloss med massan 0,25 kg ligger pa ett bord. Vi skjuter pa klossen med en konstant kraft
F = 0,8 N. Detta medfor att klossen fardas med konstant hastighet. Berékna friktionskraften

F. pa klossen, om vi bortser fran luftmotstandet.
Losning:
a=0cF, =0

F.=F+F,<&F, =—F=-08N

Svar: Friktionskraften F,=-08N.

Newtons andra lag kan ocksa anvéandas i komposantform. Om F = ma, F= E; + FT och

a=a,+a, sdar

X X
och
Fy =ma,

Newtons tredje lag

Om ett foremal verkar pa ett annat foremal med en kraft, sa verkar det andra foremalet ocksa
pa det forsta foremalet med en lika stor fast motriktad kraft av samma typ. Denna princip kal-
las Newtons tredje lag.

Om foremal A verkar pa foremal B med en kraft F, sa verkar B pa A med kraften —F.
(Newtons tredje lag)

Om exempelvis en tennisspelare slar ivag en tennisboll sa verkar tennisraketen pa bollen med
en kraft F, som ger bollen en acceleration framat. Men en lika stor fast motriktad kraft —F
verkar pa racketen fran bollen. Eftersom spelaren haller i racketen (och saledes applicerar en
lagom stor framatriktad kraft pa det under slaget), emellertid, kommer inte den att fa nagon
alltfor betydande acceleration bakat. (Mark dock att racketens positiva hastighet framat natur-
ligtvis maste avta ndgon gang under eller strax efter slaget, till vilket kollisionen med bollen
kan bidraga.)
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Gravitation

Alla foremal med massa paverkar varandra med attraherande, sammandragande, krafter: gra-
vitationskrafter. Solen haller kvar jorden och de andra planeterna i solsystemet i elliptiska
banor med gravitationskrafter, och jorden haller kvar manen i sin bana runt jorden med gravi-
tationskrafter. Pa jordens yta halls alla foremal, liksom atmosfaren, kvar av jordens gravita-
tion. Om vi pa jordens yta haller i ett dpple och sedan slapper det sa faller det mot marken pa
grund av jordens gravitation.

Newton fann att gravitationskraften Fg mellan tva kroppar ar proportionell mot produkten av
foremalens massor och omvéant proportionell mot kvadraten pa avstandet mellan dem,

m,m,

2

F, =G
¢ r

(Newtons gravitationslag),
dar m; och m, ar respektive kropps massa och r ar avstandet mellan kropparnas tyngdpunkter

(tyngdcentra). Proportionalitetskonstanten G ~ 6,67 x10™* Nm? /kg? kallas gravitations-
konstanten.

Exempel 9

Jordens massa &r 5,97x10%* kg och solens massa &r 1,99x10% kg. Avstandet mellan jorden
och solen ar vid ett tillfalle 147 Gm. Berdkna gravitationskraften fran solen pa jorden och
gravitationskraften fran jorden pa solen.

Losning:

5,97 x10** kg -1,99 x10%* kg

Fo =G
° (147 x10° f m?

~367x10%?2 N

Svar: Solen paverkar jorden med kraften 3,67x10%* N rakt mot solen. Jorden paverkar solen
med kraften 3,67x10%* N rakt mot jorden.

Exempel 10

Tva stenar med massorna m; respektive m, svévar fritt i rymden, inte i narheten av nagon an-
nan massiv himlakropp. De star stilla i forhallande till varandra, och avstandet mellan dem ar
ro. Efter hur lang tid kolliderar de med varandra?

Loésning:

Lat r(t) vara avstandet mellan stenarna vid tiden t. Det forsta avstandet r(0) = r,. Kraften pa

. L . m,m : ) 5
respektive sten vid tiden t blir F(t)=G 1t) 22 och accelerationen som den forsta stenen erhal-
r
: m, o : m, .
ler blir a,(t) =G 0?2 medan den andra stenen erhaller accelerationen a, (t) =G 0 Vid
r r

tidpunkten t har stenarna forflyttat sig strackorna s, (t) respektive s, (t) . Se figuren nedan.
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o

/—/H

R 2 T
\ ’ \ /I

s1(0) r(t) s2(t)

Vi inser att stenarnas hastighet mot varandra ckar med tiden, men ocksa att accelerationen
Okar.

Figuren visar att r(t) =r, —s,(t) —s, (t) . Genom derivering av likheten erhaller vi att
r'(t) = —s; () —s; (1)

och

r(t) = —s{(t) — sz (t) = —a, (t) —a,(t).

Ins&ttning av uttrycken for funktionerna a; och a; ger

m, m; __

re? ()’

r'et) = -G G(m, +m,)r(t)>.

Om vi sétter k =—-G(m, +m,) erhaller vi

r"=kr?
r)=r, .
r'0)=0

Detta begynnelsevardesproblem kan l6sas numeriskt.

Exempel 11

Lat stenarna i exempel 10 fran borjan befinna sig pa avstandet r, =1m fran varandra, och

antag att de har massorna m, =m, =2Kkg. Efter hur lang tid kolliderar stenarna med var-
andra?
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Ldsning:

Vi sétter k =—-G(m, +m,) =—4G . Numeriskt kan vi rita upp grafen till funktionen t+>r.
Med hjalp av AlgoSim erhaller vi diagrammet nedan.

7200 14400 21600 28800 36000 43200 50400 57600 64800 72000 79200

Vi ser att stenarna kolliderar efter omkring 18,8 timmar.

Tyngd

Alla foremal i narheten av jorden eller ndagon annan himlakropp, attraheras av denna med gra-
vitationskrafter. Gravitationskraften som verkar pa ett foremal, kallas ocksa foremalets tyngd.

Gravitationskraften pa ett foremal ar enligt Newtons gravitationslag proportionell mot fore-
malets massa. Vi kan darfor for varje bestamt avstand fran en viss himlakropp, berakna den
konstanta, bestdmda kraften per kilogram massa. Denna storhet kallas gravitationsfaltstyrka,
betecknas g och far saledes enheten N/kg.

Vi vill nu berdkna gravitationsféltstyrkan vid jordytan.

ijm
F 2 m;
m m r

dar m; dr jordens massa och r ar jordens radie. Emedan m; = 5,9736 x10** kg och

r =6373 kmerhaller vi g ~ 9,81 N/kg. Jorden ar inte ett perfekt klot, utan en rotationsellipso-
id, vilket innebdr att g inte ar exakt — men andock approximativt — lika dverallt pa jorden.
Tyngden av ett foremal med massan m blir sdledes F, =mg vid jordytan.

Exempel 12

En ryggsack har massan m =12 kg . Med vilken kraft F maste vi halla den nar den é&r stilla i
luften?
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Ldsning:

Newtons forsta lag ger att |F| =|F;| =mg =12kg-9,81N/kg ~118 N . Mérk att ryggsackens

tyngd och darmed ocksa kraften med vilken vi maste halla ryggséacken blir mindre om vi star
pa en mindre massiv planets yta, till exempel Mars.

Exempel 13

Samma ryggsack som i exemplet ovan star pa golvet. Vi lyfter den uppat med en kraft sa att

ryggsécken far accelerationen a =1m/s? rakt uppat (vi valjer positiv riktning uppét). Med
vilken kraft F maste vi da lyfta? (Vi bortser fran luftmotstandet.)

Losning:

T Fres

I:I’ES:ma

I:res :F+FG
ma=F+F, < F=ma-F;
F~130N

(Mérk att F, <0.)

Svar: Vi maste lyfta med kraften 130 N.
Anmaérkning:

Om vi efter ett tag lyfter ryggsacken med konstant hastighet uppat, sa blir lyftkraften aterigen
lika med tyngden av ryggsacken, d.v.s. omkring 118 N.

Exempel 14

Samma ryggsack som i exemplet ovan halls stilla i luften. Vi sanker den sedan rakt nedat ge-
nom att hélla den med en kraft sddan att ryggsacken far accelerationen 1m/s? rakt nedat. (Vi
véljer fortfarande positiv riktning uppét, varfér a = —1m/s? i den positiva riktningen.) Med
vilken kraft F maste vi da halla ryggsacken?
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Ldsning:

tE

|
l e l Fres

I:res:ma
I:res = F+FG
ma=F;, +F < F=ma-Fg

F =106 N

Svar: Vi maéste halla med kraften 106 N.

Tyngdacceleration

Om vi slapper ett foremal i ett gravitationsfalt (en plats dar gravitationskrafter verkar pa mas-
sor) sa att inga andra krafter an gravitationskraften verkar pa foremalet, sa accelererar det och
sags falla fritt. Om vi slapper en sten nagra meter fran jordytan, kommer den inte att falla helt
fritt, eftersom aven luftmotstandet verkar (uppat) pa stenen. Stenen far darvid nagot lagre ac-
celeration &n vad den skulle ha fatt utan luftmotstandet. Om stenen emellertid befinner sig i
vakuum s& kommer den att falla fritt mot jordytan.

Vi vill nu berdkna med vilken acceleration a ett foremal med massan m faller om det far falla
fritt vid jordytan.

Fee _Fs _Mmg _

m m m

Vi ser att foremalet far lika stor acceleration som gravitationsfaltstyrkan pa platsen. Detta
galler som formlerna antyder generellt — alltsa inte bara pa jorden. Vi ser ocksa att alla fore-
mal, oavsett massa och tyngd, faller med samma acceleration. Om vi bortser fran luftmot-
stdnd, kommer séledes en blytyngd p& 10 Mg att falla med samma acceleration — 9,82 m/s? —
mot jorden som en bomullstuss med massan 0,2 gram. Denna lag kallas ofta Galileis lag.

Exempel 15

Amanda kastar en boll rakt uppat. Efter tiden t,,, =1,4s fangar hon den igen. Vi bortser fran

tot

luftmotstandet.

a) Vilken acceleration hade bollen i luften under kastet?
b) Hur lang tid tar uppvagen?

C) Hur hégt kommer bollen?

d) Vilken hastighet hade bollen ndr den ldmnade handen?
e) Vilken hastighet hade bollen hogst upp i kastet?
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f)
9)

Loésning:

a)

b)

d)

Vilken hastighet hade bollen nar den fangades igen?

Rita graferna till funktionerna ts, t v samt t > a for t € [0;1,4], dar s &r
hojden ovan handen.

Bollen paverkas endast av tyngdkraften som &r riktad rakt nedat, och ges darfor
under hela kastet den konstanta accelerationen a = —g =-9,82m/s* (vi viljer en

negativ a for att fa positiv hastighet uppat). Accelerationen sanker forst farten
tills topplaget dar bollen momentant star stilla, varefter den andrar riktning och
borjar falla mot marken med fortsatt samma acceleration. Valet av den positiva
riktningen implicerar att hastigheten ar positiv pa vagen upp och negativ pa va-
gen ned.

Hastigheten byter tecken (riktning) overst i kastet. Eftersom hastighetsfunktio-
nen definierad av v =v, — gt ar kontinuerlig maste darfér hastigheten dér vara
0.

Lat tiopp Vara tidpunkten nér bollen nar sin maximala hojd.

Vo

Vo — Oty =0t E

topp
LAt to vara tiden for hela kastet. t,,, > 0. Vid den tiden ar s =0 igen.

S = Vylyy, _%gttit =0 <:>ttot<vo _%gttot): 0 <=V _%gttot =0«

2V,

Sty =—

. t T
Vi ser att -2~ =2 och foljaktligen att t
topp

=0,7s.

topp
Vi betraktar rérelsen fran handen och upp till maximihojden. Vi kan som bekant

anvanda formeln s =v,t+1at? vid en dylik konstant acceleration om vi kanner

den forsta hastigheten vo. Nu k&nner vi dock endast den sista hastigheten v, var-
for vi behover harleda en snarlik formel. Eftersom v =v, + at far vi

s=Vit+iat’ =(v—at)t+iat®> =vt—at®+iat* =vt—iat’
och emedan vi kdnner v=0m/s, t =t,, /2 samt a erhaller vi s ~ 2,4 m, vilket

innebér att bollens maximala hojd &r 2,4 meter 6ver handens utkastshéjd.

Aven hir betraktar vi endast farden upp till maximihgjden. Vi har
V=V, +at < v, =v—at vilket ger v, =6,9m/s.

Vi har redan konstaterat att v. . =0m/s.

topp

25/47




Introduktion till mekaniken

Exempel 16

f) Vi betraktar nu endast fallet nedat fran maximihgjden. v =v, +at ~ —6,9m/s,
vilket var forvantat ty rorelsen ar ”symmetrisk™ med avseende pa tidpunkten for
maximihojden.

9) Viharatt s=v,t+%at?, v=v, +at och a=-9,82m/s*. Programvaran Algo-
Sim anvénds for att rita upp graferna.
2,8 \\
\ v
) \\
1,8 p \\
1,6] // \ \\\
\ a
1,4 //' \ “\\
' 1 S / // \\\ \\\\
/ \ \
/ \ \
8 / \ ~.\
5 / \\ \
rZ /' \\ \\
i \ \
a1 2 3 4 5 6 ,1\ 8 9 1 11 1,2 13
Av bade formlerna for s, v och a ovan samt av graferna ser vi som vantat att v =— och
dv d?s
a=—=—0.
dt dt

En kloss med mycket glatt yta och massan m = 0,5kg placeras pa toppen av ett lika glatt lu-
nen.

tande plan med spetsvinkeln 16°, basen 1,0 meter och hdjden 0,29 meter. Bestam vagnens fart
vid slutet av planet. Vagnen glider nastan helt friktionsfritt, varfor vi kan bortse fran friktio-
Lésning:

det.) Se figuren.

Nu verkar endast tva krafter pa vagnen: tyngdkraften Fg rakt nedat och en normalkraft Fy fran
planet som haller vagnen uppe. (Det vore forvisso nagot ovantat om vagnen foll rakt igenom
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Fn

0,29 m Fe

16°

1,0m

Vi komposantuppdelar nu tyngdkraften Fg i en komposant Fy parallell med normalkraften Fy
och en komposant F parallell med planets 6vre yta.

1,0m

Eftersom vagnen inte far ndgon acceleration i riktningen parallell med normalkraften Fy sa
maste F, =—F,. . Vi har ingen friktionskraft, varfor resultantkraften blir lika med F. Vi er-

haller med enkel geometri att F = F sin16° = mgsin16° varvid accelerationen i rorelserikt-
ningen blir a=F/m = gsin16°. Tiden for farden nedfér planet ges av s = Zat® dér strackan

s=4/0,287% +1 ges av Pythagoras sats. t =+/2s/a och sluthastigheten ges av v = at. Med

alla varden insatta erhélls v = 2,4m/s .

Svar: Slutfarten blir 2,4 m/s.
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Energi

Energi ar en mycket grundlaggande storhet inom naturvetenskapen. Energi sags ett foremal
ha nar det kan utfora ett arbete, vilket kan betraktas som en energioverforing eller en ’handel-
se”. Det finns olika typer av energi; allt som ror pa sig har rorelseenergi, allt som ar varmare
an absoluta nollpunkten har varmeenergi (termisk energi), strom av elektroner utgor elektrisk
energi, ljus har stralningsenergi och kolhydrater har kemisk energi, for att namna nagra ex-
empel. Energi kan omvandlas mellan olika former, men enligt energiprincipen kan energi
varken skapas eller forintas. Till exempel kan den kemiska energin i bensinens molekyler
omvandlas till rorelseenergi hos bilen. Elektrisk energi kan i en lampa omvandlas till stral-
ningsenergi (ljus) och i ett element till vdrmeenergi. Energi betecknas E och mats i enheten
joule (J).

Arbete

Ett arbete ar en energiomvandling. Arbete betecknas W och far samma enhet som energi, J.
Om en kraft verkar pa ett foremal sa att det borjar rora pa sig, sa ar arbetet lika med produkten
av kraftkomposanten i rérelseriktningen och den forflyttade strackan.

A

\ 4

Fx

Om kraften F forflyttar foremalet A en stracka s sa utfors saledes arbetet W = F,s = Fscos & .
Detta ar rorelseenergin som foremalet A erhéller. Vi ser av ekvationen W = F s att enheten 1
J=1Nm = 1kgm?*s*,

Mekanisk energi

Kinetisk energi

Alla féremal som ror pa sig, d.v.s. har en hastighet v = 0, har rorelseenergi som ocksa be-
nadmns kinetisk energi. Vi vill nu finna en formel att berdkna den kinetiska energin med och
utgar da fran att den kinetiska energin kommer fran det arbete som ger det tidigare stillastaen-
de féremalet den nya hastigheten.

Lat foremalet A sta stilla och forflytta det sedan en stracka s med den konstanta resultantkraf-

ten F, dar F || s, sa att foremalets nya hastighet blir v. Detta upptar tiden t, och ger arbetet

v S _
W=F~s=ma~s=m~?s=mv~¥=mv-v=mv~%v=%mv

av vilket vi kan antaga slutsatsen att ett foremal med massan m och hastigheten v har den ki-
netiska energin

—1 2
E,=5smv°.

28/47



Introduktion till mekaniken

Potentiell energi

Potentiell energi kan betraktas som “lagrat” arbete. Om vi utfor ett arbete mot en kraft, kom-
mer féremalet att laddas upp med potentiell energi. Om sedan kraften far verka fritt, kommer
denna potentiella energi att omvandlas till kinetisk energi nar foremalet paverkas av kraften.
Eftersom det finns olika typer av krafter, finns det ocksa olika typer av potentiell energi. Vi
skall nu studera potentiell energi i tyngdkraftsféltet, dar den motverkande kraften ar gravita-
tionskraften.

Ett foremal med massan m halls stilla i luften vid héjden h och slapps. Nér tyngdkraften drar
ner foremalet till nollnivan (marken) utfor jorden saledes arbetet W = Fs = mgh. Foremalet
far da kinetisk energi och luften omkring varms upp nagot. Bara genom att befinna sig ovan
nollnivan hade alltsd foremalet den potentiella energin (lagesenergin) E, =mgh. Mark att vi
har har valt hgjden vid jordytan h =0m som en nollpunkt for den potentiella energin. Vi kan
alltid fritt valja nollpunkt, eftersom storleken pa arbeten beror pa differenser i potentiell ener-
gi som tydligen blir lika stora oavsett var nollpunkten ligger. (E, ar en linjar funktion av h.)

Summan E, +E_ for ett foremal kallas féremélets totala mekaniska energi Exp.

Exempel 17

Ett foremal med massan m halls 30 meter ovan marken och slapps sedan. Med vilken hastig-
het slar foremalet i marken, om vi bortser fran luftmotstandet?

LOsning:

Vid héjden h =30m har foremalet den potentiella energin E, =mhg . Nar foremalet slapps

faller det mot marken. Under hela fallet minskar E, ty h minskar. Men energi kan inte for-
svinna, utan den potentiella energin omvandlas till kinetisk energi (hastigheten 6kar som be-
kant konstant under fallet). Vid marken, dar h =0m har all potentiell energi omvandlats till

kinetisk energi, varfér 1 mv? = mgh dar det vanstra ledet &r den Kinetiska energin strax fore

nedslaget och det hégra ledet ar den tidigare potentiella energin. Solvering ger v=,/2gh .

Mark att Galileis lag bekraftas av detta, ty v inte beror pad m. En numerisk approximation ger
att v~ 24m/s.

Svar: Foremalet slar i marken med hastigheten 24 m/s.
Anmarkning:

Nar foremalet slar i marken kan det studsa upp igen, d.v.s. att den kinetiska energin borjar
overga i potentiell energi igen. Oftast forloras dock mycket mekanisk energi till termisk ener-
gi. Till slut lagger sig foremalet stilla pa marken. Da har all mekanisk energi omvandlats till
andra former, framst termisk energi, ty bade v och h = 0.

Om vi hade raknat med luftmotstand hade mekanisk energi omvandlats till termisk energi
redan under fallet, varfor v vid nedslaget hade blivit nagot mindre an vad vi nu raknade fram.

Exempel 18

Los exempel 15 med energisamband.
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Ldsning:

Féremélet stér stilla pa hojden h = 0,29 mdar den mekaniska energin E, = E_  =mgh. Vid

slutet av banan & E =0 och séledes E, = E,. mgh=2mv’ ger v=/2gh ~ 2,4 m/s. Vi
marker att energiutrékningen blir mycket enklare &n den rent rorelsebetingade utrdkningen.

Effekt

Effekt betecknas med P och definieras som arbete per tidsenhet.

p_W
t
p—imA2E
At—0 At
_de
dt

Effekt mats foljaktligen i enheten J/s = kgm?/s® eller W (watt). Blanda inte ihop storheten ar-
bete (W) med effekt-enheten watt (W).

Exempel 19

Amanda lyfter pa 1 sekund upp en korg pa 3 kg till ett 1,4 meter hogt bord, medan Linus pa
1,3 sekunder lyfter upp en annan korg med massan 4,2 kg. Vems arbete hade hogst effekt?

LOsning:
For Amanda géller att P, = V% = m,gh ~ 41 W medan det for Linus galler att
A A
= Vti = th_gh ~ 44 W . Linus lyft hade saledes nagot hogre effekt.
L L
Exempel 20

En bil med massan m=1500Kkg har hastigheten v, =90 km/h . Motorn utfor sedan ett arbete

pa W = 0,23 MJ pa bilen. Vi bortser fran friktion och luftmotstand. Med vilken hastighet v
aker bilen sedan?

LOsning:

Bilens kinetiska energi fran borjan var E,, =1mv; dar v, =90 km/h =25m/s och den nya

kinetiska energin blir E, = E,, +W . Om vi sétter E, =<mv? och Iéser ut v erhaller vi
v =230,52...m/s =110 km/h .
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Exempel 21
En glodlampa har effekten P =75W och lyser i en timme. Hur mycket energi gar at?
Losning:

P=75J/s
t =3600s
E=Pt=0,27MJ

Fordjupning 1 — Elektrisk strom

En elektrisk strém &r en strom, ett flode, av elektroner. Den elektriska spanningen U mats i
enheten volt (1 V =1 J/C) och anger hur mycket energi som frigors per laddning nar elektro-
nerna passerar. Elektrisk laddning Q mats i enheten coulomb (C). En elektron har (minus-)

laddningen e =1,60x107"° C. Strémmen | anger hur stor laddning som passerar per sekund
och maéts i enheten ampere (1 A = 1 C/s). Foljaktligen ges den elektriska effekten (energi per
sekund) av P =UI.

Exempel 22

Hur manga elektroner passerar per sekund i lampan i exempel 21? Vi antar att lampan ar
kopplad till ett eluttag med spanningen U =230V .

LOsning:
U =P<I=P/U=03206..A

Vi kallar antalet elektroner som passerar per sekund for n. Da har vi ne = | , vilket ger
n=1/e~20x10" elektroner/s.

For ett foremal i rorelse (som accelererar) kan vi harleda en alternativ formel for effekten.

P= VTV = ? = Fv dar v ar foremalets hastighet.

Detta samband &r orsaken till att exempelvis bilar har en maxhastighet. Motorn ger ifran sig

en maximal effekt P, vilket ger en drivande kraft F = P/v. Nar hastigheten v dkar, minskar
kvoten P/v och sdledes aven F. Till slut blir den drivande kraften F lika stor som summan av
friktionskraften och luftmotstandet F,, + F. som verkar bakat. Da blir Fr lika med noll, och

ingen vidare acceleration &r mojlig.
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Friktion och luftmotstand

Vi har hittills oftast inte haft nagot storre behov av eller bortsett fran att studera friktion och
luftmotstand, men skall nu titta narmare pa dessa krafter.

Nar en kloss dras pa en horisontell yta sa hakar den i bordet pa en mikroskopisk niva, vilket
motverkar rérelsen framat. Denna kraft, som saledes verkar rakt bakat, kallas friktionskraft,
F,.. Forhallandet mellan Fy, och normalkraften Fy kallas friktionskoefficienten p.

W beror pa de tva ytorna som ar emot varandra. Om vi drar en kloss framat med en konstant
kraft F pa ett horisontellt underlag och klossen fardas med konstant hastighet, sa innebar det

att F, =0 ochatt F=-F,, d.v.s. att friktionskraften ar lika stor som dragkraften.

Luftmotstandet motverkar en rorelse i luften eller i ett annat gasformigt amne. Man har funnit
att luftmotstandet F| vid “maéttliga” hastigheter approximativt ar proportionellt mot hastighe-
ten och vid “hdgre” hastigheter #r approximativt proportionellt mot kvadraten pa hastigheten.

Vi har alltsd att F, = kv" dar n e {1,2}.

Om till exempel en fallskarmshoppare hoppar fran ett flygplan, sa kommer till en bérjan
tyngden Fg att vara storre an luftmotstandet F.. Darfor blir resultantkraften stérre &n noll och
nedatpekande, vilket gor att fallskarmshopparen accelererar nedat. Sa smaningom, emellertid,
nar hastigheten Okat tillrackligt, kommer F_ att ha blivit lika stor som tyngden Fg, varvid Fes
och ocksa accelerationen a kommer att bli noll. Fallskarmshoppare, och andra fallande fore-
mal, uppnar saledes en maximal fallhastighet (granshastighet). (Om ett foremal faller fritt (i
vakuum), emellertid, kommer det naturligtvis inte att uppna nagon granshastighet.)
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Kroklinjig rorelse

Vi skall nu studera kroklinjig rorelse. Som exempel ska vi titta pa kastrorelser, som upp-
kommer nér ett foremal ges en ursprungshastighet i ett tyngdkraftsfalt.

Vi ponerar att en boll kastas ivag (nar vi star pa jorden) med hastigheten vo snett framat och
uppat. Vi kan komposantuppdela hastighetsvektorn i en horisontell och en vertikal
komposant. Vi erhéller v,, =v, cosa respektive v , =V, sina dar a ar hastighetens riktning.

Vyo
y Y

v

Vxo

Om vi bortser fran luftmotstandet, sa verkar inga horisontella krafter pa bollen, varfor a, =0
och den horisontella rorelsen &r likformig, d.v.s. att s, =v,,t. Bollens tyngd ger emellertid
upphov till en acceleration a, = —g (nedatriktad), varfor s, :vyot—%gtz.

Sy = Vth S, 1 S, ’ v . .
L2 &8y =V, -39 , varfor vi enkelt kan rita upp en graf som fore-
Sy =Vyt—3 0t Vo X0

stéller bollens fard genom rummet.

Om vi later o =30° och v=40m/s sa erhaller vi grafen nedan.

Vi kan med enkel ekvationsrakning finna att bollen landar drygt 140 meter l&ngre bort samt
att kastet tar drygt fyra sekunder. (Solvera s, =0 med avseende pat.)

Maximal kastlangd

Vilken kastvinkel a ger maximal kastlangd s?

Vi vet att bollen landar dar s, =0.

s, =V,t—1gt? =t(v,, —1gt)=0

t=0ellerv,—39t=0
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. 2vy0
Vo —30t=0c1=
g

- L . o VyO

Tiden for hela kastet ar saledes t = )
g

. 2vsin vi o 2

Vivetatt s, =v t=vcosa- “_Y 2sinacosa = sin2a
g
ds, 2v?
=——.C0S2cx

de ¢

2
o d . o}
Emedan 27 >0 maste dsx =0 nér cos2a =0. Eftersom o [0°,90°] méste
g a

2a =90° < o = 45°. Vi inser att detta utgor ett maximum for s, eftersom r X @r positivt for
(94

a < 45° och negativt for o > 45°. Maximal kastlangd erhalls saledes nar kastvinkeln ar 45°,
d.v.s. nar de bada ursprungliga hastighetskomposanterna ar lika stora.
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Cirkelrorelser

Ett féremal som ror sig i en cirkelformad bana med konstant fart har anda en acceleration ef-
tersom hastigheten, narmare bestamt dess riktning, andras. Vi inser ocksa detta av Newtons
andra lag, ty foremalet skulle rora sig ratlinjigt om ingen resultantkraft verkade pa det. Denna
acceleration bendmns centripetalaccelerationen, och den kraft som ger upphov till denna be-
namns centripetalkraft. Riktningsforandringen per tidsenhet blir givetvis storre for kortare
banradier och storre for hogre hastigheter. Rimligtvis borde alltsa centripetalaccelerationen
vara en funktion av bade banradien och -hastigheten. Vi vill nu finna centripetalacceleratio-
nens riktning och storlek. For att astadkomma detta anvander vi definitionen av acceleration,
AV

a=Ilim—.
A0 At

Va

L&t hastigheten vara va vid tiden ta och vg vid tiden ts. Vi far dd att Av=v, —v, .

g

VB

9

AV

a ar vinkeln mellan de bada hastighetsvektorerna. Enligt uppgift ar |v,| = v |, varfor vi erhal-

ler en likbent triangel enligt figuren ovan. Nar At — O sa gar hastigheternas riktningar mot
varandra, vilket innebér att « — 0. Triangelns vinkelsumma medfor da att g — 90°, d.v.s.

att Av L v, . Eftersom vg dr tangent till cirkelbanan maste da Av vara en normal till denna, och

o o - - - - 1 m .
maste saledes peka rakt in mot origo. Accelerationen a = l!mO(Av . Ej ar en skalarprodukt av

vektorn Av och far darfor samma riktning som Av.
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Vi forstorar den delen av cirkeln ovan, som innehaller tangenterna va och vg och markerar
vektorn As.

Den uppkomna triangeln &r likbent och har samma toppvinkel som triangeln ovan, varfor des-

. - . P AV v
sa tydligen &r likformiga. Darfér maste s
S r
AV V. AVAsS VAs Av VAS
AS 1 AS At 1 At At 1At
2 2
Eftersom X§—>XV=V— nar At — 0 sa har vi visat att a="_
rat r r r

Vi sammanfattar: Om en kropp ror sig langs en cirkelbana med konstant banhastighet &r cent-
2

. : v . .
ripetalaccelerationen a = — och pekar rakt in mot banans origo.
r

Kraften som orsakar centripetalaccelerationen bendmns centripetalkraft och &r enligt Newtons
2

andra lag lika med F = m—, ddr m ar foremalets massa; vilken typ av kraft som orsakar
r

centripetalaccelerationen varierar fran fall till fall.

Exempel 22

Vi bortser fran gravitationskrafter. Ett blatt paket ar fastsatt med klister pa en roterande axel
enligt figuren nedan. Paketets tyngdpunkt foljer en cirkelbana med konstant banhastighet.
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Det ar elektriska krafter fran klistret som haller kvar paketet i cirkelbanan, d.v.s. verkar som
centripetalkrafter. Om paketet istéllet ar fastbundet med tygband, &r det krafter fran banden
som haller kvar paketet. Om paketet istéllet ligger i en inatvand hallare (se figur nedan) ar det
normalkrafter fran hallaren som agerar centripetalkrafter.

Det &r givetvis resultantkraften pa ett foremal i cirkelbana som agerar centripetalkraft. Om vi
raknar med gravitationen sa verkar denna i samma riktning som centripetalaccelerationen nar
paketet ar dverst i banan, varfér normalkrafterna dér blir mindre. Nederst i banan verkar gra-
vitationen at motsatta hallet, varfor normalkrafterna dar maste bli stérre. Om man skulle sitta
pa hallaren i illustrationen ovan skulle man séledes kanna sig léttare dverst i banan och tyngre
nederst i banan. Pa ungefar samma stt fungerar sambandet mellan normalkraft och resul-
tantkraft nar man aker hiss. Nar hissen accelererar uppat verkar resultantkraften och gravita-
tionskraften i motsatta riktningarna, varfér normalkraften blir stérre och man kanner sig tyng-
re. Nar hissen accelererar nedat verkar resultantkraften och gravitationen i samma riktning,
varfor normalkraften blir 1agre och man kéanner sig lattare.

Exempel 23

En bil kor 6ver ett backkron med konstant banhastighet. Rorelsen som bilens féard beskriver
kan vid toppen approximeras med en cirkelbdge med radien 50 m. Vid vilken hastighet lattar
bilen precis fran vagen nar den nar toppen av krénet?

LOsning:

Det &r gravitationskraften som agerar centripetalkraft pa bilen nar den kor 6ver backkronet. Pa
bilen verkar normalkraften Fy fran vagen och gravitationskraften Fg. Resultanten av dessa ar
centripetalkraften F. Vi viljer positiv riktning nedat, varfor F;, =mg >0, F >0 och F, <0.
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v? v?
F=FK+F=m—<F, =m—-mg
r r

Att bilen precis lattar, innebar att ingen normalkraft fran vagen verkar pa det, d.v.s. att
2

Fy =0. Detta ger mY - mg < v= ﬁ Vi ser att granshastigheten inte beror pa bilens
r

massa, och, vilket ar rimligt, att granshastigheten blir hogre for mindre patagliga backkron
(storre radie) och storre gravitationsfaltstyrka. Med alla varden insatta erhaller vi
vV~ 22m/s ~80 km/h .

Svar: Bilen lattar precis fran vagen nar hastigheten ar 80 km/h. Vid hastigheter ver denna
granshastighet, kommer bilen att lyfta fran vagen nar den kor 6ver backkronet.

Anmaérkning:

Om bilen lyfter fran vagen kommer det inte langre att félja cirkelbanan, varfor formeln
2

F= mV— inte langre kan anvandas for berakningar pa den.
r

Exempel 24

Antag att vi vill bygga en rymdstation och vill skapa en ké&nsla av tyngdkraft. Detta gor dels
att vi enklare kan rora oss i stationen och dels att rérelseapparaten inte tar lika stor skada.
Rymdstationen byggs som en ihalig cylinder som roterar runt sin egen axel. Golvet pa statio-
nen ar langs cylinderns yttre mantelyta. (Yttre) radien pa stationen ar r = 400 m. Vi 6nskar
uppleva samma gravitationsfaltstyrka som nar vi gar pa jordens yta, d.v.s. 9,82 N/kg. Med
vilken hastighet v maste da stationens yttre yta rotera, och med vilken rotationshastighet o
(radianer/sekund) maste alltsa stationen rotera?

Loésning:

Att den upplevda gravitationsfaltstyrkan pa alla kroppar ska vara lika med 9,82 N/kg innebar
att centripetalkraften pa samtliga kroppar vid ytterkanten pa stationen ska vara F =9,82m dar
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m &r respektive kropps massa. Emedan F = ma maste centripetalaccelerationen
a=9,82m/s?.

V2
a=—<ov=4ar
r

Med vardena insatta erhaller vi v ~ 62 m/s = 223km/h .

Rotationshastigheten o = 9 = 27 = 27 Y. 0,16 radianer/s
t O/v 2mlv r

Svar: Stationen maste rotera kring sin egen axel med rotationshastigheten? 0,16 radianer/s.

2 Begreppet rotationshastighet ar synonymt med begreppet vinkelhastighet.
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Roérelseméangd

Vi har tidigare definierat storheten energi som produkten av kraft och strdcka. Berékningar
med storheten energi har den fordelen att den totala energimangden inte kan forandras —
“energi kan varken skapas eller forintas”. Vi skall nu gora ytterligare en definition.

For en kropp med massan m och hastigheten v definierar vi rorelsemangden p enligt
p=mv.

Enheten for rorelseméangd blir saledes kilogrammeter per sekund (kgm/s). Vi ser ocksa att
rorelsemangd ar en vektorstorhet med samma riktning som hastigheten. Vi skall se att &ven
denna storhet har berakningsmaéssiga fordelar.

Impuls

Om en kraft F verkar pa ett foremal under en tid t, sager vi att foremalet far en impuls 1, defi-
nierad av

I =Ft.

Storheten impuls far saledes enheten newtonsekunder (Ns) och &r en vektorstorhet med sam-
ma riktning som kraften. Vi skall nu se att det finns ett enkelt samband mellan férandringen
av ett foremals rérelsemangd och en impuls som verkar pa foremalet.

Lat foremalet A ha massan m och hastigheten v,. En konstant kraft F verkar pa foremalet un-
der tiden t, vilket ger upphov till en konstant acceleration a som 6kar A:s hastighet till v,. Da
ar forandringen i rorelseméngd Ap=mv, —mv, =m(v, —v;)=m-Av=mat=Ft =1 .

Vi ser att en impuls pa ett foremal forandrar foremalet rorelsemangd, och dessutom att impul-
sen precis ar lika med forandringen i rorelsemangd, 1 = Ap.

Enhetsmassigt inser vi att 1kgm/s =1 Ns, vilket vi ocksa direkt inser genom att
1N =1kgm/s?, enligt definitionen av kraft.

Bevarande av rorelseméangd

Betrakta tva foremal A och B. Dessa har massorna mp respektive mg och hastigheterna vy re-
spektive vg. Deras rorelsemangder ar p, =m,v, respektive p, = mgv,. Ponera att foremalen

svavar fritt i rymden, och att de ar pa kollisionskurs mot varandra. Vid kollisionen verkar A pa
B med en kraft F, och enligt Newtons tredje lag verkar da B pa A med kraften —F. Kollisionen
varar under tiden t och efter kollisionen har foremalen hastigheterna u, respektive ug.

Impulsen pa féremal B blir I, = Ft medan impulsen pa foremal A blir |, = —Ft. Den sam-
manlagda rorelseméngden fore kollisionen var p,, =m,v, + mgVvy, och den nya rorelse-

mangden efter kollisionen blir
Pefer = MaU + Mgl = (mAVA - Ft)+(mBVB + Ft) =MV + MgV = P

Vi ser att rorelseméngden har bevarats. Detta resultat galler generellt for system, om inga
yttre krafter verkar pa systemen. Detta ar fordelen med att rakna med rérelseméangd. Alltsa:
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Om inga yttre krafter verkar pa ett system, sa ar systemets totala rorelsemangd (d.v.s. vektor-
summan av samtliga i systemet ingaende féremals rorelsemangder) konstant. (Bevarandela-
gen for rorelsemangd)

Exempel 25

Tva stenar ror sig fritt i ett rymdskepp. De har massorna m, = 2kg respektive m; =1kg och
ror sig rakt mot varandra med hastigheterna v, =2 m/s respektive v, =-3m/s langs den rata
linjen mellan foremalet. Deras totala rorelsemangd fore kollisionen ar p ., =1kgm/s . Enligt
bevarandelagen for rérelsemangd blir da den totala rérelseméangden efter kollisionen lika med
Peier =1 kgm/s . Emedan ekvationen p,, =m,u, +mgu, innehdller tva obekanta, namligen
sluthastigheterna ua och ug, kan vi inte bestdmma dessa utan ytterligare information.

Om vi emellertid kénner en av hastigheterna, kan vi daremot berdkna den andra genom att

luta oss mot bevarandelagen. Ett speciellfall &r nar tva foremal hanger samman efter kollisio-
nen. D& &r u, =u, och vi har endast en okéand variabel.

Exempel 26

De tva stenarna fran exempel 25 hanger samman efter kollisionen. Med vilken hastighet ror
de sig?

LOsning:

Perer = MU +m,u =1kgm/s

—1
u=sm/s

Svar: Stenarna rér sig med hastigheten u =3 m/s i samma riktning som A hade fore kollisio-
nen.
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Vid en kollision inom ett system som inte paverkas av nagon yttre resultantkraft bevaras alltsa
rorelsemangden. Daremot &r det inte sékert att den mekaniska energin bevaras. | exemplet
ovan minskar den kinetiska energin fran 8,5 J till 0,1666... J (vi erhéller termisk energi).
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Relativitetsteori

De matematiska modeller vi beskrivit i denna uppsats &r egentligen endast approximationer av
mer generella (och nagot mer komplicerade) modeller. Emellertid ar dessa approximationer
mycket goda nar foremal ror pa sig med hastigheter som ar mycket lagre an ljusets hastighet

€ =299792458m/s .

Man kan tamligen enkelt resonera sig fram till att tiden inte alltid gar lika fort, om man utgar
fran vissa observationer av elektromagnetisk stralning (ljus). Lat A vara en observator i ett
“fordon” som fardas med en hastighet v i forhallande till en observator B utanfor fordonet. En
process som A uppfattar tar tiden ta, uppfattar B som att den tar tiden tg. Intuitivt skulle nog de
flesta méanniskor anse att t, =t;. Sa ar emellertid inte fallet, utan t; >t,. Mer precist galler

att

tB :7’tA

dar Lorentsfaktorn y =

= . Viinseratt y ~1 ndr v <<c, d.v.s. i nastan alla vardagliga

Vv
1-7%
C

situationer. | nastan alla vardagliga situationer géller alltsa, vilket tillfredstaller intuitionen, att

ty, =15,

For att fa en uppfattning av funktionen v — » for v €[0,c[ anvander vi AlgoSim for att rita
upp dess graf.

Vi ser att den klassiska mekanikens approximationsfel i de flesta applikationer torde vara for-
sumbara dven for mycket hoga hastigheter v. FOr hastigheter som narmar sig c, emellertid,
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maste vi anvanda de mer generella, de s& kallade relativistiska, modellerna. Utan att ga in pa
nagra hérledningar ska vi har presentera ett par vanliga relativistiska formler.

= Den kinetiska energin E, =mc®(y —1)

» Rorelseméngden p =mv

Om v <<c sagéller att mc?(y —1) ~ i mv? och ymv ~mv, d.v.s. de klassiska approximatio-
nerna galler med god precision. Vi kan rita upp graferna till funktionerna v +— E, samt

v p for v e[0,c[, bade med de klassiska och med de relativistiska uttrycken, for att jamfo-
ra dem. Vi satter m=1kg.

De klassiska uttryckens funktionsvarden ritas upp med blaa punkter och de relativistiskas med
roda.

Exempel 27
Kan ett foremal fardas med en hastighet som ar hdgre an ljusets?
Loésning:

Den relativistiska formeln for kinetisk energi lyder E, = mc?(y —1), men E, - o dd v—>c.

Det betyder att det skulle kréavas ett oandligt stort arbete for att accelerera ett foremal till lju-
sets hastighet.
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Laborationer

Vi har tidigare betraktat en fysiker som en sanningssokare. Malet med de matematiska model-
ler vi anvant i uppsatsen ar att de ska aterspegla verkligheten. Det bésta sattet att bekrafta att
de verkligen gor det pa, dr att préva dem, att laborera. Manga sadana laborationer kan utforas
enkelt i hemmiljo. Som exempel pa ett sadant test, tar vi fritt fall.

Laboration 1 — Fritt fall

En vikt med massan m = 0,1kgslapps fran héjden h = 2,35m och far sedan falla fritt i ett

rum, bortsett fran luftmotstandet, som torde vara valdigt litet i sammanhanget. Vi ska forst
teoretiskt berdkna hur lang tid fallet bor ta, for att sedan jamfora med hur lang tid fallet tar nar
vi testar det i verkligheten.

Teoretiskt erhaller vi h=4gt? <>t=,/2h/g =0,6918...s.

Forsoket upprepades 14 ganger, och medelvardet av samtliga uppmatta falltider blev 0,69
sekunder. Vi har darmed bekréftat teorin.

Laboration 2 — Centripetalkraft som motverkar tyngdkraft

En tyngre och en lattare vikt ar fasta i var sin dnde av en tunn trad. Traden ar tradd genom ett
rér med jamna, avrundade kanter. Vi haller réret i handen och svanger det 6ver huvudet sa att
den lattare viktens rorelse beskriver en plan, horisontell cirkel med konstant banhastighet. Fart
och radie avpassas sa att den tyngre vikten, som héanger rakt ner, ar i jamvikt (d.v.s. saknar
vertikal hastighet och acceleration).

Bestam forhallandet mellan massorna av de bada vikterna.

Den lattare vikten har en centripetalacceleration och saledes ocksa en centripetalkraft, som
utgors av den tyngre viktens tyngdkratft.

v? (s/t)* _ " @rz/t)’ _4mrz®

Centripetalkraften F, =ma=m, o= m, . X ; . dar t=0,9s och
r = 0,38 m medan den tyngre viktens tyngdkraft F; =m,qg . Likheten F, = F; ar ekvivalent
2
med att m, _ 42” ~19.
m_ t°g

| praktiken bestod den tyngre vikten av tva stycken sammansatta lattare vikter, varfor forhal-
landet m, /m, borde ha varit omkring 2. Matningen uppvisar saledes ett relativt fel pa cirka

5,7 %, vilket far ses som fullt acceptabelt med hansyn till de praktiska svarigheterna som fo-
religger vid exekvering av experimentet. Vi anser att detta bekraftar teorin.
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Avslutning

Vi har i denna uppsats gett en enkel introduktion till den klassiska mekanikens modeller for
att beskriva verkligheten, med vilka vi kan utfora berakningar pa mycket i universum. Vi har
ocksa studerat modellernas begransningar och jamfort modellerna med mer generella sadana,
samt betonat vikten av att laborera for att bekrafta att teorier verkligen &r anvandbara och
stdimmer med verkligheten.
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