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Komplexa tal

Manniskan har alltid anvéant tal for att beskriva naturen. Ett talsystem ar en mdngd av
tal. Det mest primitiva talsystemet ar de naturliga talen

N={0,1,23,..}.

Med dessa kan manga vardagliga problem losas, sdsom "Kalle har 3 dpplen och Lisa har
4; hur manga har de tillsammans?”. Dock kan man inte 16sa alla problem med detta
system. Till exempel kan man inte svara pa fragan "Anna har 20 kronor och maste ge
bort 50; hur manga kronor har hon da kvar?” i N. For att 16sa dylika problem, infor vi ett
nytt, storre, talsystem, de hela talen

Z={.-3-2,-1,01,23..}1

[ Z inser vi att Anna far —30 kronor kvar. Dock &r inte ens de hela talen tillrackliga. Om
vi har tva liter av vatten, och skall dela vattnet lika till tre personer, sa kan inte volymen
vatten per person uttryckas i Z. Istdllet nodgas vi infora de rationella talen, d.v.s. alla tal
som kan skrivas som kvoten mellan tva heltal, d.v.s.

Q={p/q: p gheltal}.

[ detta talsystem finns svaret pa var vattenférdelningsfraga: 2/3 = 0,6666.... Man skulle
kunna tro att det alltid vore tillrackligt med Q, men sa ar det faktiskt inte. Man kan
tamligen enkelt bevisa att diagonalen i en kvadrat med sidan 1 inte exakt kan skrivas
som kvoten mellan tva heltal. Vi infor darfor de reella talen R som mangden av samtliga
rationella tal, samt alla andra tal, som alltsa inte kan skrivas som kvoten mellan tva
heltal. Dessa andra tal kallas irrationella tal. Exempel pa vilkinda irrationella tal ar v/2,
moch e Faktum ar att vi kommer mycket langt i R.

Inom matematiken och dess tillampningar behdéver man dock tillfalligt 16sa ekvationer
av typen x? = a dar a 4r negativt. Som bekant finns det inget tal i R som satisfierar
ekvationen. Darfor, for att pa ett teoretiskt plan &nda kunna "16sa” ekvationerna, har
man utvecklat ett dnnu storre talsystem, de komplexa talen C. Ett godtyckligt komplext
tal bestar av tva reella tal, a och b, och kan skrivas pa formen

z =a + bi

dar 7ar ett tal som per definition uppfyller ekvationen i? = —1.

Vi inser nu att samtliga andragradsekvationer kan losas i C (fast inte i R). Som exempel
saknar ekvationen x% = —9 l6sningar i R, medan ekvationen i C satisfieras av saval

x = 3i som x = —3i. Man kan visa att en mte-gradsekvation alltid har precis n stycken
rotter (raknat med multiplicitet - t.ex. har ekvationen (x — 2)(x — 2) = 0 de tva
rotterna x = 2).

Medan reella tal kan askadliggoras pa den reella tallinjen, sa kan de komplexa talen
askadliggoras pa det komplexa talplanet. (Man kan sdga att R ar endimensionellt, medan
C ar tvddimensionellt) Forstas kan man dven ange ett komplext tal genom att ange
riktningen och langden av den rata linje som gar mellan origo (z = 0 + 0i) och talet i
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talplanet (med riktningen avses vinkeln rdknad moturs mellan den reella axeln och
linjen); man talar da om polirrepresentation. Se bilden.

A

v

z=a+ bi =r(cos@ +isinf) =re®

Mark att exponentialfunktionen i det hogra ledet inte dr den vanliga
exponentialfunktionen, utan den komplexa exponentialfunktionen, som definieras som
r(cos 6 + isinf).

Man kan enkelt visa atskilliga raknelagar for komplexa tal, men jag avstar fran det har.
[stillet hanvisar jag till er kurslitteratur.

Forsta ordningens differentialekvationer

En differentialekvation pa formen

y +f(x)y =g(x)

kallas en /injar differentialekvation av forsta ordningen. Dessa l6ses mycket enkelt
genom att man bestdmmer en primitiv funktion Ftill £ och sedan multiplicerar bada
leden i ekvationen med den s.k. integrerande faktorn e ™). Nar detta ar gjort inser man
att vansterledet i ekvationen faktiskt ar lika med derivatan av produkten e ®)y,

Viillustrerar forfarandet med ett praktiskt exempel.
xZ

y +2xy=e"

En primitiv till 2x ar x2,sa den integrerande faktorn blir e* ?_Vi erhaller allts3 efter
multiplikation den ekvivalenta ekvationen

exzy’ + e"Zny =e*’ e =1.

Vi inser dock att vansterledet ar derivatan av produkten e* : y (prova att derivera!), och
darfor galler alltsa
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d

Eexzy =1.

Vi har alltsa att tva derivator ar lika, och darfér maste de ursprungliga (primitiva)
funktionerna vara lika sa nar som pa en konstant.

Alltsd maste

e"zy =x+C
och
y(x) = 5.

Problemet ar lost.

Separabla differentialekvationer

En annan vanlig typ av differentialekvation ar den separabla differentialekvationen, som
kan skrivas pa formen

fy' = gx).

Om man finner en primitiv funktion Ftill £ sa inser vi att vansterledet ar lika med
derivatan av den sammansatta funktionen A y). Sedan fortsatter man som i forra fallet.

Lat oss som exempel l6sa
yiy' = «x.
. s . 2 = 1 3 o
En primitiv till y~ ar 37 sa

d1_3

—_— =X
dx 3

och

1.3_1.2
3y =0X + C.

Alltsa ar

y(x) = i/%xz +3C = i/%xz +D

och vi ar klara.

Andra ordningens differentialekvationer kan ocksa latt 16sas om de ar linjara, men detta
kraver en langre utlidggning dn vad jag har plats for har. Jag hanvisar till kurslitteraturen.
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