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Derivator

Inledning

De allra flesta fenomen i naturen kan beskrivas med funktioner, d.v.s. samband mellan storhe-
ter. Exempelvis &r hastigheten hos ett fritt fallande foremal en funktion av falltiden, dygns-
medeltemperaturen beror pa dagen pa aret, tiden for en bilfard beror pa fardens stracka och
bilens medelhastighet och arean av ett omrade beror pa dess sidogranser. En funktions deriva-
ta anger med vilken hastighet funktionsvardet (den beroende variabeln) &ndras nér den obero-
ende variabeln andras, och sager saledes mycket om hur funktionen upptrader. Denna uppsats
definierar derivatan av en funktion, hérleder regler for framtagning funktioners derivator (de-
rivering) samt ger praktiska exempel pa anvandningsomraden.
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Derivatans definition

Derivatan av en funktion f(x) anger funktionens forandringshastighet, d.v.s. hur mycket

funktionsvardet 6kar nar x okar en enhet. Eftersom forandringshastigheten inte maste vara
konstant for alla x i en funktion, ar &ven derivatan en funktion av x. Derivatan av funktionen
f (x) betecknas f'(x) (utlases ”f prim (av) x”). En funktions férandringshastighet for x = a

ar ett foljaktligen ett vérde och skrivs f'(a).

Om en funktion y = f (x) ritas upp i ett koordinatsystem &r funktionens derivata for x =a
lika med grafens lutning i punkten (a, f(a)), eftersom lutningen just anger hur mycket y okar
nar x 6kar en enhet. Derivatan &r saledes riktningskoefficienten for tangenten i punkten. Vi
kan for alla kontinuerliga funktioner bestdmma en approximation av derivatan for x =a ge-
nom att bestamma riktningskoefficienten k for en sekant till grafen som gar genom punkten
(a, f(a)) samt en narbeldgen punkt. Vi far sdledes f'(a) ~ k . Sekantens riktningskoefficient
ar enkel att bestimma d& vi kénner tv& punkter pa sekanten, (a, f (a)) samt

(a+Ax, f(a+Ax)).

y="f(x

(a+Ax, f(a+Ax))

! Ay

Riktningskoefficienten blir k =

AX

Ay _fa+ax)-f(a) _ fla+ax)-f(a)
AX  (a+AX)-a AX '

Detta tal, differenskvoten (4ndringskvoten) k, ar funktionens medellutning i intervallet om-
kring (i detta fall strax efter) x = a. Lutningen i just punkten x =a ar dock svarare att be-
stamma, eftersom tangentens riktningskoefficient inte kan beraknas enkelt da endast en koor-
dinat &r k&nd, varvid ingen differenskvot kan stéllas upp. Emellertid blir approximationen
f’(a) ~ k alltbittre ju mindre AX blir. Om Ax narmar sig 0 obegransat (gar mot 0), Ax — 0,

kommer sekanten att dvergé till tangenten i punkten (a, f (a)) och riktningskoefficienten k
kommer att g& mot derivatan (lutningen) i punkten (a, f (a)), k — f'(a).
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Derivator

Derivatan till funktionen f(x) blir saledes lika med gransvardet av differenskvoten omkring
Xnar Ax —>0.

£/(x) = lim f(x+Ax)— f(X)
Ax—0 AX

Om vi for enkelhets skull betecknar differensen mellan punkternas x-koordinater h far vi den
vanligaste formen av derivatans definition:

V“*ﬁﬂf“+?_”m

Det kan vara svart att direkt avgora vilket varde derivatan i en viss punkt har genom att an-
vanda derivatans definition. Ibland kan differenskvoten forenklas sa att det tydligt framgar
vilket varde kvoten gar mot nar h — 0. Oftast ar kvoten dock svarforenklad; da kan istéllet en
numerisk kontroll utforas, dar differenskvoten beraknas flera ganger fér sma och minskande
varden pa h. Om kvoten forefaller stanna pa ett visst varde nar h blivit tillrackligt litet, kan det
anses troligt att derivatan (lutningen, forandringshastigheten) i punkten har det vardet.

EXEMPEL 1:

Funktionen f(x) = x? ar given. Bestam funktionens forandringshastighet (derivata) for
x=15.

LOSNING:

Vi anvénder derivatans definition for att fa fram just denna funktions derivata.

2 2 2 2 2 2
f,(x):"mf(x+h)—f(x):"m(x+h) -X* e X2+ h®ox® L 2xh+h®
h—0 h—0 h h—0 h hs0 h

= lim[2x+ h]

Nar h — 0 kommer uttrycket 2x +h att ga mot 2x.

Vi ser att funktionen f (x) = x* har derivatan f'(x) = 2x. Derivatan for x =15 blir da
f'(1,5) =2x15=3.

Svar: f'(15)=3

EXEMPEL 2:

Funktionen f(x) = 2Jx ar given. Bestam funktionens forandringshastighet (derivata) for
X =3 med fyra decimaler.
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LOSNING:

=lim , vilket ar

h—0

f(x+h)— f(x) 2J/x+h —2/x
h h

Hér ger derivatans definition f'(x) = ng
svart att férenkla direkt. Istallet kan vi 16sa uppgiften numeriskt (approximativt).

Vi beraknar differenskvoten for x =3 och nagra sma, minskande, tal h:

h 0,1 0,01 0,001 0,0001] 0,00001f 0,000001f 0,0000001
differenskvot| 0,572618| 0,576870| 0,577302| 0,577345[ 0,577350| 0,577350f 0,577350

Det ar rimligt att anta att f'(3) =~ 0,577350.

Svar: f'(3)~0,5774

Om vy = f(x) kan derivatan f’(x) ocksa betecknas y’ eller 3_y . Om den oberoende varia-
X

beln x och den beroende variabeln y har enheter, kommer derivatan ocksa att fa en enhet. Ef-

tersom derivatan anger hur mycket y dndras per enhet x, kommer derivatans enhet att bli kvo-

ten av y:s och x:s enheter.

EXEMPEL 3:

En sten slapps fran en hojd och far falla fritt. Fallstrackan s meter beror pa tiden t sekunder
som stenen fallit. Man finner féljande samband mellan s och t:

s(t) = 4,91t?
Berdkna och tolka s'(2).

LOSNING:

Derivatans definition ger

_ 2 2
$'(t) = lim s(t+h)—s(t) _lim 4,91(t+h)° —4,91t _
h—0 h h—0 h
_lim 491(t* + 2th + h?) —4,91t* lim 491t* +9,82th +4,91h* —4,91t>
 ho0 h  ho0 h B
2
= lim 9,82t ;4'9”' = lim[9,82t + 4,91h] = 9,82t

Derivatan s'(t) anger hur manga meter strackan okar nar tiden 6kar en sekund vid tiden t,

d.v.s. rorelsens (momentan-) hastighet vid tiden t. Eftersom strackfunktionens derivata ar lika
med hastighetsfunktionen for samma rorelse kan vi saledes skriva v(t) = 9,82t . Vi ser att detta

ar fysikens formel for hastigheten vid konstant acceleration (utan ursprungshastighet),
v(t) = at, vilket stammer val. (Notera att a = 9,82 m/s® ar jordens tyngdacceleration.)

Svar: Stenens fallhastighet efter tiden t =2s &r s'(2) ~19,6 m/s.
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Grundlaggande derivator

Vid derivering av funktioner ar det oftast bade inexakt och onddvandigt att utga fran deriva-
tans definition. Istéllet kan man algebraiskt harleda derivator till vanliga grundfunktioner.

Konstanta och linjara funktioner

Alla konstanta funktioner f (x) =C har samma funktionsvarde, C, for alla x, vilket innebar
att grafen blir en rat, horisontell linje utan lutning och derivatan blir 0 for alla x. Matematiskt
kan detta visas utifran derivatans definition.

f(x)=C
£/(x) = lim f(x+h)—f(x) _
h—0 h
~1im &% iim 2 =0
h—0 h h—0 h

Alla linjara funktioner f (x) =kx+m har en konstant lutning k, vilket innebar att derivatan ar
k for alla x.

f(x)=kx+m
£/(x) = lim f(x+h)—f(x) _
h—0 h

_lim k(x+h)+m-—(kx+m) _
h—0 h
. kx+kh+m—kx—m

= lim =
h—0 h

=Iim@=lim{%xk}=lxk=k

h—0 h h—0

g(x) =kx+m

f(x)=C

Figur 1 Exempel pé en konstant funktion f (X) och en linjar funktion g(X).

Potensfunktioner

Lutningen hos potensfunktioner varierar dock beroende pa x. Eftersom en grundlaggande po-
tensfunktion kan skrivas f(x) = x? ser vi att differensen mellan funktionsvardena av tva pa
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varandra foljande naturliga x-varden inte ar samma for alla x-par. Om a > 16kar differensen
nar x-véardena okar. Grafen till en potensfunktion visar ocksa att lutningen &r variabel:

f(x)=x°

Figur 2 Exempel pé en potensfunktion f (X).

Vi kommer senare att algebraiskt harleda derivatan till en allmén potensfunktion. Nu ska vi
endast studera specialfall for att se om de antyder nagon allman regel. Vi anvander derivatans
definition for att harleda derivatorna av x?, x> samt x*.

f(x)=x>
100 — lim T OEM =09
h—0 h
2 2 2 2 2 2
Cpim KAEWT=XE iy XA 2T =XT 2XNENT o n]= 2x
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
f(x)=x°
£/(x) = lim f(x+h)—f(x)=
h—0 h
(x+h)?=x® x}+2x°h+xh? +hx? +2xh? +h® = x®
=lim——=Ilim =
h—0 h h—0 h
2 2 2 2 3
:Ihirr(1)2X h xh +th r2xn+h :Ihirr(1)[2x2+xh+x2+2xh+h2]:2x2+x2:3x2
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f(x)=x*
_ 4_ 4

f’(x):limf(x+h) f(x)=”m(x+h) X" _

h—0 h h—0
_lim x*+2x°h +x2h? + hx® +2x%h? + xh° + x°h + 2x*h? + xh° + h?x? + 2xh® +h* —x*
"~ hoo0 h B
_lim 2x°h+x%h? + hx® + 2x%h? + xh® + x*h + 2x*h? + xh® + h*x® + 2xh® +h*
N h—0 h -

= Ihirr(1)[2x3 + X2+ X%+ 2x2h + X% + X + 2x%h+ xh? + hx? + 2xh2 +h°]= 2% + X° + x® = 4x°

Vi far féljande resultat:

f(x) x? x® x*

f'(x) 2X 3x? 4x3

Det forefaller som om funktionen f(x) = x* har derivatan f'(x) = ax**. Forsok med stérre

exponenter bekréftar hypotesen. Vi kommer emellertid senare att presentera ett allmangiltigt
bevis i form av en hérledning av den allménna potensfunktionens derivata (och inte endast

specialfallen med exponenterna 2, 3 och 4).

Exponentialfunktioner

En grundlaggande exponentialfunktion kan skrivas f (x) =a*. Vi vill nu allmént hérleda
funktionens derivata utifran derivatans definition.

f(x)=a"
_ X+h 4 X
f’(x)=|imf(x+h) f(x)=”ma a _
h—0 h h—0 h
_a*a"-a* . | ,a"-1 . oah-1
=lim——=Iim|a =a”* xlim
h—0 h h—0 h h—0

Vi ser att derivatan till funktionen f(x)=a” ar lika med produkten av funktionen och ett
gransvarde som beror pa basen a. Vi kan numeriskt (med h = 0,0000001) berakna detta
gransvarde for nagra olika baser a.

a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
grénsvardg 0,0000f 0,6931| 1,0986{ 1,3863[ 1,6094| 1,7918| 1,9459| 2,0794| 2,1972]| 2,3026

Vi kan ocksa rita upp en graf med gransvardet som en funktion av a.
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0,5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Vi ser att det borde finnas en bas a for vilken gransvéardet blir 1 (tydligt syns att 2 <a < 3).
Derivatan av en exponentialfunktion med denna bas blir féljaktligen lika med sjalva funktio-
nen (ganger 1). Vi soker nu denna bas, som vi benamner e.

h

lim& -1
h-0 h
: h
ngg[e —1] _

lim h

h—0
lim[e" —1]=limh
h—0 h—0
lime" = lim[h +1]
h—0 h—0

vilket innebér att e = Llrrg Vh+1.

En numerisk analys ger ett ndrmevérde till e.

h 1,E-02 1,E-03 1,E-04 1,E-05 1,E-06 1,E-07 1,E-09 1,E-10
e 2,704814 2,716924 2,718146 2,718268 2,718280 2,718282 2,718282 2,718282

Vi finner att e = 2,718282.

Exponentialfunktionen f (x)=e* har saledes derivatan f’(x) =e*. Detta betyder att lutning-
en pa grafen till f(x) =e* vid x ar lika med funktionsvardet for samma x.

Nu vill vi harleda derivatan till den allméanna exponentialfunktionen f(x) =a*, genom att
skriva om den med basen e. Den inversa funktionen till y =e* &r givetvis x =log, y, vilket

dock oftast skrivs endast x =Iny. Vifar f(x)=a* =e"® =e*"® For att derivera detta mas-
te vi dock kunna derivera en funktion av en funktion, vilket vi aterkommer till.
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Sammansatta derivator

De flesta funktioner &r inte enkla grundfunktioner, utan mer sammansatta funktioner. Betrakta
som exempel foljande funktioner:

Summor och differenser
f(x)=x*+3x (summan av en potensfunktion och en linjar funktion)
g(x) = x° —-1x (differensen mellan en potensfunktion och en linjar funktion)

Produkter och kvoter

f(x) =5x> (produkten av en konstant funktion och en potensfunktion)
) X3 + 2x (kvoten av en summa och en exponentialfunktion)
g(x) = .
a

Sammansatta funktioner

f(x) =e* (en exponentialfunktion ( f (x) = ") innehallande en annan
linjar funktion (u = 2x))

Vi ska nu hérleda allménna derivator till summor (och differenser), produkter (och kvoter)
samt sammansatta funktioner.

Derivatan av en summa

Lat f(x)=g(x)+h(x). Vid punkten x 6kar funktionsvérdet hos termen g(x) med g’(x) per
enhet x, medan funktionsvardet hos termen h(x) 6kar med h'(x) per enhet x. Detta innebar
att funktionen f (x) totalt kommer att 6ka med f'(x) = g’(x) +h'(x) per enhet x. Lat

f (x) = g(x) —h(x). Samma resonemang ger da att f'(x) = g’(x) —h'(x).

Summaregeln (och differensregeln): Om f (x) = g(x) +h(x) sa galler f'(x) =g'(x)+h’'(x).
om f(x)=g(x)—h(x) sagaller f'(x)=g'(x)—h'(x).

) =f(x)+9(x)

g(x) =3x
20 7 f (x) =2x
15 A
10 o~
5 o
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Grafen ovan visar ett exempel med tva linjara funktioner, med lutningarna 2 respektive 3,
samt summan av funktionerna. Summafunktionen far da lutningen 2+3=5.

EXEMPEL 4
Lat f(x) = x* +5x. Med vilken hastighet okar funktionsvirdet nar x =5?

LOSNING:

Funktionen ar summan av en potensfunktion och en linjar funktion. Derivatan blir
f'(x) =2x+5, vilket ger f'(5)=15.

Svar: Nar x =5 0Okar funktionsvardet med 15 y-enheter per enhet x.

Derivatan av en produkt

Vi ska nu se att &ven produkter kan deriveras med en allman formel. En allman funktion med
en produkt kan skrivas f (x) = g(x)xh(x). Vi vill nu finna ett enkelt uttryck for f'(x).

Derivatans definition ger (blanda inte ihop funktionen h(x) med variabeln h):

f(x+h)—f(x) _lim g(x+h)h(x+h)—g(x)h(x)
h

h—0 h

f'(x)= ngg
For en allman funktion a(x) géller att funktionsvérdet for x +h (dar h &r litet) ar (ungefar)
lika med funktionsvardet for x plus 6kningen per enhet x, d.v.s. a'(x), génger s& “manga”
enheter x funktionen ska 6ka, d.v.s. h.*

Detta ger att a(x+h) ~a(x) +hxa'(x). Om g(x+h) samt h(x+h) i formeln ovan skrivs
om pa detta satt fas foljande uttryck:

£ — lim L9001 G'OOINO +hxh' (9] - 9(ON()

h—0 h

g(x)h(x) +g(x)h'(x)h +h(x)g'(x)h+g'(x)h'(x)h* - g(x)h(x) _

= lim
h—0 h

_1im 900" ()h + h(x)g"(x)h + g'()h'(0)h* _
h—0 h

= lim[g ()h'(x) + h(x)g'(¥) + g'(X)N'(x)h] =
= g(Oh'() +h(x)g'(x)

Funktionen f(x) = g(x)xh(x) har saledes derivatan f'(x) = g(x)h'(x) +h(x)g'(x), d.v.s. att
derivatan av en produkt av tva funktioner ar lika med den ena funktionen ganger den andras
derivata, plus den andra funktionen ganger den forstas derivata.

! Om funktionen &r linjar, d.v.s. har en konstant derivata, galler sambandet exakt aven for stérre h.
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Om en av faktorerna ar en konstant far vi en annu enklare derivata. Lat f (x) = g(x) x h(x)
och satt g(x) = C. Detta ger derivatan

f'(x) = g(X)h’'(x) + h(X)g’'(x) =C xh'(X) + h(x) x0=C x h'(x) .

Derivatan av en konstant ganger en funktion, ar saledes lika med konstanten ganger funktio-

nens derivata, f(X)=Cxg(x) = f'(X) =Cxg'(x).

Tidigare konstaterade vi att potensfunktionen f (x) = x* har derivatan f'(x) = ax**. Detta
kan vi nu utvidga till att allmanna potensfunktionen f(x) = Cx® har derivatan
f'(x) = Cax®*.

EXEMPEL 5:
Los Exempel 2 med deriveringsreglerna.

LOSNING:

Funktionen s(t) = 4,91t* har derivatan s'(t) = 4,91x 2t = 9,82t. Vi marker att deriveringen
blir mycket enklare om deriveringsreglerna anvénds istéllet for derivatans definition.

Svar: Fallhastigheten efter tva sekunder ar v(2) ~19,6 m/s .

Derivatan av en sammansatt funktion

Nar vi studerade exponentialfunktioner behovde vi derivera funktionen f(x) =e*"?, vilket vi

inte kunde. Vi kunde endast derivera e upphojt till x, inte e upphdjt till en funktion av x. Vi
ska nu hérleda en allmén derivata till en sammansatt funktion.

Lat f(x) =g(h(x)) och finn ett uttryck for f'(x).

fOceh) = F0 _ - g(hxch)) - g(h(x)
h

h—0 h

f'(x) = LILT(])
Vi utnyttjar dven hér att a(x +h) = a(x) + hxa’(x) for sma h. Vi utvecklar h(x+h) darmed.

g(h(x) +hxh'(x)) - g(h(x))
h

f'(x) = ng(})

Nu har vi fatt funktionen g() av en summa dar den andra termen ér liten (ty den innehaller
faktorn h som gar mot noll), varfor dven den kan utvecklas med samma samband.

£/(x) = lim g(h(x)) +hxh"(x)x g'(h(x)) - g(h(x)) _
h—0 h

= lim[h'(x) x g'(h(x))] = g'(h(x)) x h'(x)

_im ') ; g9'(h(x)

h—0
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I den sammansatta funktionen f(x) = g(h(x)) kallas g(u) den yttre funktionen och u = h(x)

den inre funktionen. Vi ser att derivatan av en sammansatt funktion &r lika med produkten av
den yttre funktionens derivata (av den inre funktionen) och den inre funktionens derivata.

f(x)=g(h(x)) = f'(x) = g"(h(x)) xN"(x)

Om vi sétter y = f (u) samt u = g(x) far vi med alternativ notation att % = g_yxg_u .
X du dx

Denna regel benamns kedjeregeln.
Derivatan av en kvot

Eftersom en kvot kan skrivas som produkten av téljaren och det inverterade vardet av namna-
ren, kan produktregeln anvandas for att harleda en allman derivata till en kvot av tva funktio-
ner.

F(x) = % = g x (]

Produktregeln ger:
£/%) = 909 x ([T < () + [0} % 0'(x) =

_—9(0h'(9) |, g'(x)
(oo he)

Om hdogra termen forlangs med h(x) kan summan skrivas om som ett enda brak:

£ = Z900N ) | g'09NC) _ h0)g'(9) - 900’ ()
[h(x) [h(x)[* [h(x)J*

Vi ser att derivatan av en kvot av tva funktioner, ar lika med namnaren géanger téljarens deri-
vata minus taljaren ganger namnarens derivata, dividerat med kvadraten pa namnaren.

Fler grundlaggande derivator

Derivatan av en allmén exponentialfunktion

Nu kan vi harleda den allméanna derivatan till exponentialfunktionen f(x) =a*. Vi konstate-

xIna xIna

rade att a* =e™®" =e*"? och vet att y =e* har derivatan y’ =e*. Funktionen f(x)=e

ar en sammansatt funktion bestaende av den yttre exponentialfunktionen f (x) =e" och den
inre linjara funktionen u = xIna (Ina ar konstant). Vi kan hér anvanda kedjeregeln:

f (X) — ax — exlna

f'(x)=e xIna=e""xIna=a"xIna

Vi ser att derivatan till exponentialfunktionen a*&r lika med produkten av funktionen och den
naturliga logaritmen (In) av basen a.
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Logaritmiska funktioner

Vi ska nu hérleda derivatan till den allménna logaritmiska grundfunktionen f(x)=1log, x.
y=log, x<=a’ =x

Vi deriverar nu bada leden i den hogra ekvationen.

a’xlnaxy' =1
1 1
a’xlna xlna

!

Vi ser att den logaritmiska funktionen f(x)=1log, x har derivatan f'(x) = %a'
X

1 1 1

Specialfallet f(x) =Inx=log, x far saledes derivatan f'(x) = =——=
xlna xIlne X

Derivatan av en allmén potensfunktion

Tidigare, nar vi studerade potensfunktioner pa sidan 7, harledde vi derivatorna for specialfall
av potensfunktioner, och antog utifran resultatet derivatan av en allman potensfunktion. Det ar
emellertid bade matematiskt sékrare och snyggare att direkt harleda derivatan for den allman-
na potensfunktionen, vilket vi nu ska gora.

Lat y = x®. Vi logaritmerar bada leden och forenklar sedan det hogra ledet.
Iny =Inx?
Iny=alnx

Vi deriverar nu bada leden var for sig.

1
“xy'=ax=
y X
!
a a
L:_Qy’:_y
y X X
axa a
y' = —ax—=axx*?!
X X

Vi far samma resultat som vi tidigare antagit, men vi har nu presenterat ett allmangiltigt bevis
(som dessutom &r betydligt enklare &n de operationer vi utférde pa sidan 7).

Trigonometriska funktioners derivator

Manga geometriska utrakningar innehaller trigonometriska funktioner, liksom funktioner som
beskriver periodiska fenomen. Vi ska nu hérleda de trigonometriska funktionernas derivator.

Sinus

Om f(x) =sin x sa ger derivatans definition foljande:
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Derivator

f(x+h)—f(x) _lim sin(x + h) —sin(x) _

P09 =Im iy h
_lim sin(x) cos(h) + cos(x)sin(h) —sin(x) _
h—0 h

= Liirg{sin(x) % +C0s(X) W} =

=0 tin] O] oy 1)

En numerisk analys (fér h =0,0000001) visar att m{%h)_l} =0 och att m{%} =1.

Detta ger derivatan f'(x) =sin(x) x 0+ cos(x) x1 = cos(x) . Sinusfunktionens derivata ar sale-

des lika med cosinusfunktionen. Om sinusfunktionen och cosinusfunktionen ritas upp i sam-
ma koordinatsystem ser man tydligt att detta ar rimligt; lutningen pa sinuskurvan vid en viss
punkt x ar lika med cosinuskurvans y-vérde for samma x. Till exempel ser vi att dér sinuskur-
van vander (vid maximum och minimum, dar den &r horisontell) &r cosinuskurvan vid 0. Né&r
sinuskurvan &r vid 0 och sjunker som mest, ar cosinuskurvan vid -1. Nar sinuskurvan ar vid 0
och stiger som mest, &r cosinuskurvan vid 1.

1 =< Nz Va ~ -~ ~~ COS X
\\~ \\ / \,
\ y /\ \ /
0,5 AN \ / 7\ N\ /
/ \ \ / y \ \ /
/ / / \ \ /
// \\ \ // / \\ \ / .
0 \ \ 7 / \ \ va /sin X
/ / \ \ /
\ \ / / \ \ / /
05 \ \—/ / \ N/ /
\\ >< // \\ /\\ /
N SN N Ve
_ 1 SN D N
0 12 = n 32n 27 52w 3n 7127 47
Cosinus

L&s oss nu finna derivatan av cosinusfunktionen.

f (x) = cos(x)
cos(x + h) —cos(x) _

f(x) = lim

h—0

_lim cos(x) cos(h) —sin(x)sin(h) — cos(x) _
h—0 h

cos(h) -1 _sin(x)

= Ihim[cos(x) Sinh(h)} _
= €0s(X) x Lﬂ[%} —sin(x) x Lim)_sinh(h)}

h—0

Enligt tidigare vet vi att m[%h)_l =0 och Iim{%} =1.
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Darfor blir derivatan f'(x) = cos(x) x0—sin(x) x1=—sin(x) .

Vi ser att cosinusfunktionens derivata &r lika med den negativa sinusfunktionen. Aven detta
ser rimligt ut i ett koordinatsystem. Vi ser att cosinusgrafens lutning vid x &r lika med funk-
tionsvardet av den negativa sinusfunktionen vid x.

1 N TN \ ya TN // """""" ~ COS X
N\ / / N\ / N/
\ / X
0,5 \ / / \ \ / /N
\\ / / \ \ / \
\ / / \ / \
0 A / /A \ / \
[ \ / -
\\ \\ / / // \ \\\ ; / / SN X
\\ \\ / / \ \ /
\ N/ / \ A / /
\ \ /
05 X \o \ \/ /
>( / \ \/ Y
\ A\ // / \\ // N //
-1 N % L — S e
0 12=n T 32w 2n 5/2 3n 72w 4z
Tangens

Las oss nu studera tangensfunktionens derivata. Eftersom tangens for x ar kvoten av sinus och
cosinus for samma varde, kan vi utga fran dessa funktioners derivator.

sin x
f(x)=tanx=——
CoS X
£1(x) = cos xCcos X —sin x(—sinx) _cos®x+sin®x 1
cos® x cos? x cos? x

Detta kan ocksa uttryckas med tangens:

cos’ x+sin®x _ cos® X . sin? x

X =— —— =1+tan”x
cos? x cos? X cos?x

f(x) =

Arcusfunktioner

Arcusfunktionerna arcsinus, arccosinus samt arctangens ar de inversa funktionerna till sinus,
cosinus samt tangens. Vi ska nu harleda deras derivator.

Arcsinus

y =arcsin X < siny = x

siny =X
cosyxy' =1
, 1 1

y = = .
COSy cosarcsin X

Derivatans namnare, cosarcsin X, kan férenklas med hjélp av en ratvinklig triangel.
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Vi vill uttrycka cos arcsin x utan trigonometriska funktioner (vilket blir bade enklare och ex-
aktare).

: _a
v = arcsin X = arcsin —
c

a
X=—
c

b .
cosv=— dar
c

a’+b*=c’=>b=+c’-a® ger

2 2 2 2 2 2 2
cosv:\/c ~a :\/c —a :\/c —2a _ /1_(gj 1
c Je? c c

COSV = cosarcsin X = v1— x?

Byter vi ut ndmnaren i derivatan far vi y’ = =
1-x

Arccosinus

Yy = arccos X <> oS y = X

—sinyxy'=1
, 1 1

—siny —sinarccos X

Aven har kan vi forenkla namnaren. (Se triangeln vid forenklingen av arcsinus derivata.)

b
V = arccos X = arccos —
C

a WJe2-p? Je2-p? \/cz—bz (bjz -
SINV=—= = = = 1-| = =4/1—X
c C Jc?

sinv = sinarccos X = v1— x?
—sinv = —sinarccos x = —/1— x?
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. . o o ., 1
Byter vi ut ndmnaren i derivatan far vi y’' = —
—v1-Xx

Arctangens

y=arctanXx < tany =X
1

2 xy'=1
cos?y

y2 _1
cos’y

y' =cos® y = cos’ arctan x

Vi vill nu forenkla derivatan och fa bort de trigonometriska funktionerna.

a
V = arctan x = arctan B

a
X=—
b
cosv—E—L
C Ja?+b?
2
cos2 v =
a?+b?

1 a’+b? a? b2 (a) )
sy b* b* b7 lp) T
cos2v = -

X +1

cos’® v = cos? arctan x =

X% +1

Byter vi ut uttrycket for derivatan far vi y' = — .
x* +

Funktionsanalys
En funktions derivata, som anger funktionens forandringshastighet, kallas ocksa funktionens
forstaderivata. Derivatan av forstaderivatan, som anger férandringshastigheten hos funktio-

nens forstaderivata, kallas funktionens andraderivata. Andraderivatans derivata kallas funk-
tionens tredjederivata, 0.s.v. Féljande beteckningar anvénds for olika derivator:

Ordning Beteckningar

1 f'(x) dy
dx

2 f"(x) d2y
dx?

n f M (x) d"y
dx"
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f"(x) utldses “f bis (av) X”. Funktionen stréckan av tiden s(t) har exempelvis forstaderivatan
hastigheten av tiden s’(t) = v(t) och andraderivatan accelerationen av tiden

s"(t) = V/(t) = a(t).

Forstaderivatan f'(x) anger som bekant lutningen till funktionen f (x). Detta innebéar att om
f'(x) >0 iettintervall a < x <b sa vaxer funktionsvérdet hos f (x) i intervallet och grafen
stiger. Om f'(x) <0 i ett intervall a < x <b sa avtar funktionsvardet hos f(x) i intervallet
och grafen faller. Om f'(x) =0 vid en viss punkt ar funktionsvardet konstant och grafen (at-
minstone dess tangent) horisontell dar. Om funktionen f(x) och dess derivata ar kontinuerli-

ga kan derivatan endast byta tecken vid dess nollstéllen, varfér den séger mycket om hur gra-
fen till f(x) ser ut. Studera grafen nedan.

\
N\
\
\
\
4
|
-
\,

1
1 1

1 1

1 |

[ |

[ |

| |

| 1

| 1

l 1

1 \ |

1 J 1

| [

) [ |

S 1 N |

| N |

/s | N\ |

Ve | N\ 1

/ [ 1
S | 1
4 1 . ]
| ) |

! |

t T

1 1

1 1

1 1

1 1

- AN AN J
h'd e N
f'(x)>0 f'(x) <0 f'(x)>0
Grafen stiger Grafen faller Grafen stiger
f/(m) =0 f(n)=0
Grafen &r horisontell Grafen ar horisontell

Fore punkten x = m stiger grafen och efter punkten faller grafen. Detta ger grafen ett (lokalt)
maximum for x = m. Fore punkten x =n faller grafen och efter punkten stiger grafen. Detta
ger grafen ett (lokalt) minimum for x =n. Dessa punkter kallas for (lokal) maximipunkt re-
spektive (lokal) minimipunkt. Har &r forstaderivatan lika med noll. Funktionens vérden vid
punkterna kallas (lokalt) maximivarde samt (lokalt) minimivarde. Studera nu graferna nedan.
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N AN J

Y Y Y Y
f'(x)>0 f'(x)>0 f'(x) <0 f'(x) <0
Grafen stiger Grafen stiger Grafen faller Grafen faller
f/(m)=0 F(n)=0
Grafen ar horisontell Grafen ar horisontell

Grafen stiger bade fore och efter x =m, men ar horisontell vid x = m. Detta gor punkten

x =m till en terrasspunkt. Grafen faller bade fore och efter x =n, men ar horisontell vid

X =n. Detta gor punkten x = n till en terrasspunkt. Funktionsvérdet vid en terrasspunkt kal-
las terrassvarde.

Dar forstaderivatan till en funktion &r noll, f’(x) =0, kan derivatan saledes byta tecken. Vid

sadana punkter (och “nastan” enbart vid sddana punkter) har funktionen saledes ett lokalt
maximum, ett lokalt minimum eller en terrasspunkt.

Funktionen har ett lokalt maximum i punkten om forstaderivatan &r positiv (grafen stiger) fore
punkten och ar negativ (grafen faller) efter punkten. Teckenvéaxlingen hos forstaderivatan ar
da + 0 —. Funktionen har ett lokalt minimum i punkten om forstaderivatan ar negativ (grafen
faller) fore punkten och &r positiv (grafen stiger) efter punkten. Teckenvaxlingen for forstade-
rivatan ar da — 0 +. Funktionen har ett terrassvarde i punkten om teckenvéxlingen ar + 0 +
(grafen stiger fore och efter punkten) eller — 0 — (grafen faller fore och efter punkten).

Man kan fa en enkel uppfattning om en graf (och givetvis ocksa den genererande funktionen)
genom att studera teckenvéxlingen hos forstaderivatan (utfora ett s.k. teckenstudium). Genom
att solvera ekvationen f'(x) =0 med avseende pa x (finna forstaderivatans nollstallen) samt

ta reda pa forstaderivatans tecken mellan nollstéllena, ser vi nar grafen till funktionen f (x)
stiger och faller samt nar den har maximi-, minimi- och terrassvérden.

EXEMPEL 6:

Finn alla lokala maximi- och minipunkter pa grafen till funktionen
y =12x% + 24x* —60x — 72. Svara med tre gallande siffror.
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LOSNING:

Funktionen kan endast ha maximum och minimum dar forstaderivatan byter tecken, d.v.s. dar
y'=0.

y' =36x* +48x—60

36x° +48x—60=0

x+fx——:0
3
2
N |G
3 4 3
xl:—g—@z—z,lz samt xzz—z+@z0,786
3 3 3 3

Vi vill nu veta om grafen har maximipunkter-, minimipunkter eller terrasspunkter for dessa x-
varden.

Vi vet att det endast &r vid dessa x-vérden (forstaderivatans nollstallen) som forstaderivatan
kan byta tecken. Darfor har derivatan samma tecken for alla x < x,, for alla x, < x < x, samt

for alla x > x, . Vi berdknar nu derivatan for ett x-varde inom respektive intervall for att be-
stamma forstaderivatans tecken i intervallet, d.v.s. om funktionen véxer eller avtar.

y 2 MAX N MIN 2
y' + 0 - 0 +
X (-3) X1 (0) X2 1)

Vi ser att x; ger ett lokalt maximum och x; ett lokalt minimum. Funktionsvardena blir
Youx = Y(X) =487 och y_.. =Y(X,) =985, vilket ger koordinaterna (—2,12;48,7) for
maximum och (0,786;-98,5) for minimum. Vi kontrollerar var 16sning med grafen:

300

200

100

-100

-200

-300

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Svar: Funktionen har maximum vid (—2,12;48,7) samt minimum vid (0,786;-98,5).
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Istallet for att direkt studera forstaderivatans teckenvéxling, kan man ofta anvanda andraderi-
vatan for att avgora huruvida en extrempunkt ar en maximi- eller minimipunkt.

Om en punkt & en maximipunkt maste forstaderivatan vid punkten utfora teckenvaxlingen +
0 —. Forstaderivatan maste alltsa avtaga. Detta innebér att andraderivatan bor (men maste inte
alltid) vara negativ i punkten, f”(x) <0.Om en punkt istallet & en minimipunkt maste for-

staderivatan vid punkten utfora teckenvaxlingen — 0 +. Forstaderivatan maste alltsa véxa. Det-
ta innebér att andraderivatan bor vara positiv, f"(x) >0 i punkten. Om andraderivatan déar-

emot ar noll, f"(x) =0, &r punkten sannolikt ett terrassvéarde. Det kan dock dven da rora sig
om ett extremvarde i det fallet forstaderivatan har ett terrassvarde i punkten. Om f"(x) =0

fungerar sdledes inte testet med andraderivatan, utan man maste “manuellt” kontrollera fOr-
staderivatans teckenvaxling.

De tva forsta fallen exemplifieras av de tva foljande funktionerna samt deras forsta- och and-
raderivator pa nasta sida.
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40 y 0 - y
3,5 -0,5 -
3,0 -1,0 -
2,5 -1,5 -
2,0 -2,0 -
15 -2,5 -
1,0 -3,0 -
0,5 -3,5 -

20 -15 -10 -05 00 05 10 15 20 -2;0 -15 -10 05 00 05 10 15 20

4 y, 4 y,
3 3
2 2
1 1
0 0
-1 -1
2 -2
-3 -3

20 -15 -10 -05 00 05 10 15 20 -20 -15 -10 -05 00 05 10 15 20

& it
2 2
1 1
0 0
-1 -1
2 -2
-3 -3

-20 -15 -10 -05 00 05 10 15 20 -20 -15 -10 05 00 O5 10 15 20

24/31



Derivator

Det vérde som verkligen ar hogst eller lagst inom ett intervall kan vara det hdgsta/lagsta loka-
la extremvérdet eller nagot varde vid intervallets granser. Féljande graf visar en funktion i
intervallet a<x<b.

C

Grafen har en lokal minimipunkt A samt en lokal maximipunkt B. Det lagsta vérdet i interval-
let ar forvisso det for minimipunkten A. Det hogsta vérdet i intervallet ar dock det for &nd-
punkten C.
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Exempel pa praktiska applikationer

Nedan foljer nagra exempel pa praktiska tillampningar av derivator.

EXEMPEL 7:

For ett foremal som slapps fran en hojd h meter 6ver marken och tillats falla fritt galler att
dess hastighet v meter per sekund strax innan det slar i marken beror pa fallhtjden enligt

funktionen (tyngdaccelerationen g =9,81m/s?)

v=,2gh.

Med vilken forandringshastighet &ndras nedslagshastigheten nér fallhgjden &ndras vid héjden
10 meter?

LOSNING:
1
Maérk att v = (2gh)z .
Vi deriverar funktionen med avseende pa h och beréknar derivatan for h=10m.

V' = %(Zgh); x2g = _9

2gh
v'(10) ~ 0,70 (m/s)/m

Svar: Nar hojden &r 10 m dndras nedslagshastigheten med 0,70 (m/s)/m.

EXEMPEL 8:

Ett staket som ska avgransa ett rektangulart omrade ska byggas. Staketmaterial finns for lang-
den O meter, vilket saledes blir staketets omkrets. Hur ska forhallandet mellan omradets hojd
och bredd vara, om omradet ska fa sa stor area som majligt? Tolka resultatet.

LOSNING:

Om bredden pa omradet ar b (meter) maste hojden vara h = O_TZb = % -b.

Produkten ger arean A (m?).

0 j:b_o_bz

A(b)=b| —-Db
(b) [2 5
Vi soker nu det b for vilket vi erhaller maximala A.

0
A'(b) == —2b
(0) =~
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Funktionens extremvarden fas (endast) for de b-varden som ger A'(b) =0.

0]

= _2b=0
2
2b=2

2
p-2

4

Ar A(b) for b =% ett maximi- eller minimivérde? Vi undersoker andraderivatan.
A’(b) =-2

Detta ger att A"(%j =—2<0 och foljaktligen att A(%j ar ett maximivérde.

b:9 ger att h:9—b:9 och att b =h.
4 2 4

Svar: Maximal area for omradet erhalls nér det ar lika brett som hogt, d.v.s. nar bade bredden
och hojden ar lika med en fjardedel av omkretsen. Generellt: av alla rektanglar med samma
omkrets, erhalls den storsta arean for kvadraten.

EXEMPEL 9:

En tekniker behover en behallare att ha vatten i och tanker tillverka en fran en platbit som ar
60 cm lang och 40 cm bred. Hon tanker skara bort fyra hérnbitar och vika upp de bildade kan-
terna enligt figuren nedan.

(cm)

> 40,0

60,0

Eftersom materialet ar dyrt vill hon endast tillverka en behallare och vill att den ska rymma sa
mycket vatten som mojligt (minst 8 liter). Vilken héjd h cm ska hon vélja sa att volymen blir
sa stor som mojligt? Vilka dimensioner och vilken volym far behallaren da?
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LOSNING:

Ladan far langden | = 60,0 —2h c¢m, bredden b = 40,0 —2h cm samt hojden h cm. Detta ger
volymen som en funktion av hojden enligt formeln

V (h) = h(60,0 — 2h)(40,0 — 2h) = 4h*® — 200h? + 2400h

dar V ger volymen i kubikcentimeter.

Vi deriverar volymfunktionen och soker de h-vérden som ger V'(h) =0.
V'(h) =12h* —400h + 2400

12h? — 400h + 2400 = 0

h? — % h+200=0 vilket satisfieras av

2
JA00S) g 50, 100
4 3 9

3

h, =@+ /@ ~ 255cm
3 9

h, :@— /@ ~7,8cm
3 9

Enligt figuren finns de tillatna h-vardena i intervallet 0cm <h <20cm (om h=20cm blir
bredden 0 cm). Roten h; &r saledes ogiltig. Ar V (h,) ett maximi- eller minimivarde? Vi un-
dersoker andraderivatan.

h

V"(h) = 24h — 400
V'(h,) ~-212 <0

Extremvardet V (h,) ar foljaktligen ett maximivarde. Vi far sdledes den stérsta volymen om
hojden ar h, = 7,8cm . Detta ger langden | = 60,0 — 2h = 44,3cm samt bredden
b =40,0—-2h =24,3cm. Volymen blir V (h,) ~ 8450 cm® =8,45dm°.

Svar: Behallaren far hdgst volym om hojden &r 7,8 cm. Da blir langden 44,3 cm och bredden
24,3 cm. Den erhallna volymen &r 8,45 dm?. (Behallaren rymmer alltsd ndgot mer an kravet
pa 8 liter.)
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Viem®
9000

8000
7000
6000
5000
4000
3000
2000
1000

Svaret bekraftas av grafen till funktionen V (h).

20

h/cm
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Sammanfattning

Derivatan till en funktion anger funktionens férandringshastighet och ar ocksa en funktion av

den oberoende variabeln. Derivatan till funktionen y = f (x) betecknas y'= f'(x) = %
X
£/(x) = lim f(x+h)— f(x)
h—0 h
f(x) f'(x)
C 0
kx k
Xa axa—l
a a“lna
Speciellt: e* e”
log, x 1
xIna
Speciellt (om a=¢e): Inx 1
X
sin x COS X
COS X —sin x
tanx — =tan’ x+1
COS“ X
arcsin x 1
1-x?
arccos X 1
1-x?
arctan x 1
x* +1
9(x) +h(x) 9'(x) +h'(x)

9(x) —h(x) 9'(x) —h'(x)
g9(x)xh(x) g()h’(x) + h(x)g'(x)
Speciellt: Cxg(x) Cxg'(x)

9(x) h(x)g'(x) — g(x)h'(x)
h(x) [h(x)]*
g(h(x)) 9'(h())xh'(x)

For kontinuerliga funktioner géller att punkter dér f'(x) =0 antingen ar lokala maximum,
lokala minimum eller terrassvarden. Om f”(x) <O i punkten &r den ett maximum. Om
f”(x) >0 i punkten &r den ett minimum. Aven forstaderivatans teckenvéxling vid punkten

kan anvandas for att avgdra punktens karaktér: + 0 — ger maximum, — 0 + ger minimum och +
0 + eller — 0 — ger ett terrassvérde.
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